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Распределенные системы: 

Длинные линии 
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Эквивалентная схема длинной линии 

L [Гн/см], C [Ф/см], R [Ом/см], G [См/см]. 

𝑑 ≪ 𝜆 =
2𝜋𝑐

𝜔макс
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 𝐼(𝑥, 𝑡)     =     𝐼(𝑥 + Δ𝑥, 𝑡) + 𝐶Δ𝑥
𝜕𝑈(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝐺Δ𝑥 𝑈(𝑥, 𝑡),

  
 

Количество заряда, «оседающего» на Δ𝑥 за единицу времени:  

− 
𝜕𝐼 𝑥, 𝑡

𝜕𝑥
    =     C 

𝜕𝑈 𝑥, 𝑡

𝜕𝑡
+ 𝐺𝑈 𝑥, 𝑡  (1) 
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𝑈(𝑥, 𝑡)     =     𝑈(𝑥 + Δ𝑥, 𝑡) + 𝐿Δ𝑥 
𝜕𝐼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑅Δ𝑥 𝐼(𝑥, 𝑡),

− 
𝜕𝑈 𝑥, 𝑡

𝜕𝑥
    =     𝐿 

𝜕𝐼 𝑥, 𝑡

𝜕𝑡
+ 𝑅 𝐼 𝑥, 𝑡  (2)

 
 

 

Изменение напряжения на Δ𝑥 равно падению напряжения на 𝐿 

и на 𝑅 : 
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Телеграфные уравнения 

(«уравнения телеграфистов») 

− 
𝜕𝐼 𝑥, 𝑡

𝜕𝑥
    =     C 

𝜕𝑈 𝑥, 𝑡

𝜕𝑡
+ 𝐺𝑈 𝑥, 𝑡  

− 
𝜕𝑈 𝑥, 𝑡

𝜕𝑥
    =     𝐿 

𝜕𝐼 𝑥, 𝑡

𝜕𝑡
+ 𝑅 𝐼 𝑥, 𝑡  
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𝐿 
𝜕

𝜕𝑡
× (1)     −     

𝜕

𝜕𝑥
× (2)   ⇒

𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
   =    𝐿𝐶 

𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝐺𝐿 𝜕𝑡𝑈(𝑥, 𝑡) − 𝑅𝜕𝑥𝐼(𝑥, 𝑡)
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Пусть потери отсутствуют: 𝑹 = 𝟎, 𝑮 = 𝟎 

− 
𝜕𝐼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
    = 𝐶 

𝜕𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
,   ⇒ − 

𝜕2𝐼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑡
= 𝐶 

𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2

− 
𝜕𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
    = 𝐿 

𝜕𝐼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
,   ⇒

1

𝐿
 
𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
= − 

𝜕2𝐼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝜕𝑥
,

𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
    = 𝐿𝐶 

𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
1

𝑣0
2  
𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
    

 
 
 

 

−волновое  уравнение! 
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𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
    = 𝐿𝐶 

𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
1

𝑣0
2  
𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
    

𝑈+(𝑥, 𝑡)     = 𝐹(𝑡 − 𝑥 𝐿𝐶) = 𝐹(𝑡 − 𝑥/𝑣0)   
 (волна  бежит  "вперед"),

𝐼+(𝑥, 𝑡)     =
𝐶

𝐿
× 𝐹(𝑡 − 𝑥 𝐿𝐶) =

𝑈+(𝑥, 𝑡)

𝜌

𝑣0     =
1

𝐿𝐶
    − скорость волны,  

𝜌 =
𝐿

𝐶
    − волновое сопротивление
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𝑈−(𝑥, 𝑡)     =     𝐹(𝑡 + 𝑥 𝐿𝐶)    (волна бежит "назад"),

𝐼−(𝑥, 𝑡)     =     −
𝐶

𝐿
× 𝐹(𝑡 + 𝑥 𝐿𝐶) = − 

𝑈−(𝑥, 𝑡)

𝜌
.

Мощность:         𝑊 = (𝑈+ + 𝑈−)(𝐼+ + 𝐼−) =

    =     (𝑈+ + 𝑈−)
((𝑈+ − 𝑈−))

𝜌
=
𝑈+
2

𝜌
−
𝑈−
2

𝜌

 

   

   Скорость волны: 

   

   Волновое сопротивление: 

   

   

𝑣0 =
1

𝐿𝐶
 

𝜌 =
|𝑈|

|𝐼|
=

𝐿

𝐶
,   𝑈+ = 𝜌𝐼+,   𝑈− = −𝜌𝐼− 
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Представление в виде суперпозиции  

волн, бегущих «вперед» и «назад» 

𝐹(𝑡 −
𝑥

𝑉0
) 𝐹(𝑡 +

𝑥

𝑉0
) 

𝑡 = 0 𝑡 = 0 𝑡 = 𝑡0 𝑡 = 𝑡0 

0 0 𝑥 𝑥 𝑉0𝑡0 −𝑉0𝑡0 
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Гармонические волны: 𝑈, 𝐼 ~𝑒𝑖𝜔𝑡, тогда, если  

 

𝑈(𝑥, 𝑡)     = 𝑈+𝑒
𝑖𝜔𝑡−𝑖𝑘𝑥 + 𝑈−𝑒

𝑖𝜔𝑡+𝑖𝑘𝑥 ,

  то из 2 :  𝑖𝜔 𝐿 𝐼(𝑥)     = 𝑖𝑘𝑈+𝑒
−𝑖𝑘𝑥 − 𝑖𝑘𝑈−𝑒

𝑖𝑘𝑥

 

  

Отражение от нагруженного конца линии   

𝑥 

𝜌 𝑍Н 

Отсюда получаем:  

     𝐼(𝑥)     =     
𝑘

𝜔
𝑈+𝑒

−𝑖𝑘𝑥 − 𝑈−𝑒
𝑖𝑘𝑥 ,

 
 

𝑘 =
𝜔

𝑣0 
 - волновое число 

𝑥 = 𝑙 

    𝐼 𝑙    =     
1

𝜌
𝑈+𝑒

−𝑖𝑘𝑙 − 𝑈−𝑒
𝑖𝑘𝑙 .
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Отражение от нагруженного конца линии   

𝑥 

𝜌 𝑍Н 
 

    𝐼(𝑙)     =     
1

𝜌
𝑈+𝑒

−𝑖𝑘𝑙 − 𝑈−𝑒
𝑖𝑘𝑙

𝑙 = 0

𝑈(0)

𝐼(0)
 =  𝜌 

𝑈++𝑈−

𝑈+−𝑈−
= 𝑍𝐻 , 

 

⇒   𝑘отр ≡
𝑈−

𝑈+
=
𝑍𝐻−𝜌

𝑍𝐻+𝜌

 

𝑥 = 𝑙 

Пусть 

В общем случае 𝑍𝐻 = 𝑍𝐻 ω , тогда 

𝑘отр(𝜔)  =
𝑍𝐻 ω − 𝜌

𝑍𝐻 ω + 𝜌
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1. Если  𝑍𝐻     =     𝜌,   то    𝑈− = 0,
        Тогда  вся  мощность поглощается нагрузкой

𝑊+ =
𝑈+
2

𝜌
=
|𝑈+|

2

2𝜌
,   𝑊− = 0 ,

(возможно только для действительных 𝑍𝐻 )

2. Если  𝑍𝐻     =     0,   то    𝑈− = −𝑈+,
        Мощность не поглощается:    𝑊+ +𝑊− = 0,

3. Если  𝑍𝐻     =     ∞,   то    𝑈− = 𝑈+,
        Мощность не поглощается:    𝑊+ +𝑊− = 0.

 

Частные случаи   
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Входное сопротивление  

Длинной линии с нагрузкой 

0 𝑙 𝑥 

𝑍вх 𝑍Н 𝜌 

𝑈г = 𝑈+(0) Пусть: 

Тогда: 𝑈+(𝑙)= 𝑈+(0)𝑒
−𝑖𝑘𝑙 

𝑈− 𝑙 = 𝑘отр 𝑈+(𝑙) 

𝑈−(0)= 𝑈− 𝑙 𝑒
−𝑖𝑘𝑙 = 𝑘отр𝑈+(0)𝑒

−2𝑖𝑘𝑙 

⇒ 𝑍вх ≡
𝑈+ 0 +𝑈− 0

𝐼+ 0 +𝐼− 0
=
𝑈+ 0 +𝑈− 0

𝑈+ 0 −𝑈− 0
𝜌 =

𝑈+ 0 (1 + 𝑘отр𝑒
−2𝑖𝑘𝑙)

𝑈+ 0 (1 − 𝑘отр𝑒
−2𝑖𝑘𝑙)

𝜌  

𝑍вх =
1 + 𝑘отр𝑒

−2𝑖𝑘𝑙

1 − 𝑘отр𝑒
−2𝑖𝑘𝑙

𝜌 
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1.   𝑘отр = 0 ⇒ 𝑍вх= 𝑍Н 

2.   𝑘отр= 1 ⇒ 𝑍вх = −𝑖𝜌 𝑐𝑡𝑔(𝑘𝑙) 

3.   𝑘отр = −1 ⇒ 𝑍вх = 𝑖𝜌 𝑡𝑔(𝑘𝑙) 

4.  𝑙 = 𝜆/2 ⇒ 𝑍вх = 𝑍Н 

- полуволновая «шайба» 

5.  𝑙 = (2𝑛 + 1)𝜆/4 ⇒ 𝑍вх =
𝜌2

𝑍Н
  

- четвертьволновый трансформатор: 

 

 

 

  

Частные случаи   

𝑍вх =
1 + 𝑘отр𝑒

−2𝑖𝑘𝑙

1 − 𝑘отр𝑒
−2𝑖𝑘𝑙

𝜌 𝑘отр =
𝑍𝐻 − 𝜌

𝑍𝐻 + 𝜌
 

kl 

𝜌Т 𝜌1 𝜌2 

𝑙 = (2𝑛 + 1)𝜆/4  

𝜌Т = 𝜌1𝜌2 
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Согласование линий 

(линий с нагрузкой) 

При наличии отражения интерференция порождает стоячую волну. 

 

Коэффициент стоячей волны КСВ (VSWR):  

𝑉𝑆𝑊𝑅 =
1 − 𝑘отр

1 + 𝑘отр
 

Если  𝑍Н −действительная величина, то   

𝑉𝑆𝑊𝑅 =
𝑍Н
𝜌

±1

 

(знак выбирается так, что бы 𝑉𝑆𝑊𝑅 > 0) 
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Рассмотрим случай 𝐺, 𝑅 ≠ 0: 

  

 

𝑈    =     𝑈(𝑥) 𝑒𝑖𝜔𝑡 ,   𝐼 = 𝐼(𝑥) 𝑒𝑖𝜔𝑡 ,

(1):        −𝜕𝑥𝐼(𝑥) = (𝑖𝜔𝐶 + 𝐺)𝑈(𝑥),

(2):        −𝜕𝑥𝑈(𝑥) = (𝑖𝜔𝐿 + 𝑅)𝐼(𝑥),

𝜕𝑥(2)  и  1 :        
𝜕2𝑈(𝑥)

𝜕𝑥2
− 𝛾2𝑈(𝑥) = 0,

𝛾2     =     (𝑅 + 𝑖𝜔𝐿)(𝐺 + 𝑖𝜔𝐶),       𝛾 = 𝛼 + 𝑖𝑘,

− постоянная распространения

 

 

  

  

  

Длинная линия с потерями   
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Если 𝑅 ≪ 𝜔𝐿,   𝐺 ≪ 𝜔𝐶, то 

𝛾2     ≅    −𝜔2𝐿𝐶 1 −
𝑖𝜔(𝐿𝐺+𝐶𝑅)

𝜔2 𝐿𝐶
,

𝛾 ≅ ±𝑖𝜔 𝐿𝐶 1 −
𝑖(𝐿𝐺+𝐶𝑅)

2𝜔 𝐿𝐶
= ±

𝑖𝜔

𝑣0
±
1

2
𝐺𝜌 +

𝑅

𝜌
,

𝛾+ ≅ −𝑖𝑘 − 𝛿,   𝛾− ≅ 𝑖𝑘 + 𝛿,   𝑘 =
𝑖𝜔

𝑣0
,   𝛿 =

1

2
𝐺𝜌 +

𝑅

𝜌
,

𝑈(𝑥)     =     𝑈+(𝑥) + 𝑈−(𝑥),

𝑈+(𝑥)     =     𝑈+𝑒
𝑖𝜔𝑡  𝑒(−𝑖𝑘−𝛿)𝑥,   𝑈−(𝑥) = 𝑈−𝑒

𝑖𝜔𝑡 𝑒(𝑖𝑘+𝛿)𝑥.

 

  

Малые потери.  

𝑈+(𝑥) 𝑈−(𝑥) 

𝑥 𝑥 
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Другие распределенные колебательные системы  

(условие поперечной квазистационарности не выполнено!) 

Полые металлические волноводы 

Диэлектрические волноводы 
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Излучающие системы.  

Полуволновый диполь 

𝑙 = 𝜆/2 

𝑍𝜆/2 ≅ 73 Ом 

Диаграмма направленности 

Четвертьволновый излучатель 

(чисто активное - отражения нет) 

𝑙 = 𝜆/4 
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Излучающие системы.  

Диполь в фокусе 

Подводящий фидер 

(длинная линия) 

𝜗 ≈ 𝜆/𝐷1 

𝐷1 

Передающая антенна 

Приемная антенна 

𝐿 

𝐷2 

Δ𝐸    = 𝑊прием𝜏 = 𝑊передат ×
𝐷2
2

𝐿
𝜆
𝐷1

2 𝜏 =

    = 𝑊передат 𝜏 ×
𝐷1𝐷2
𝐿𝜆

2

 

Формирование диаграммы направленности 
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𝛥𝜙    =
2𝜋

𝜆
  𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝜑,   𝑎𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝑎𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝛥𝜙) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + ⋯),

𝐴2     = 𝑎2 + 𝑎2 + 2𝑎2𝑐𝑜𝑠𝛥𝜙 = 4𝑎2𝑐𝑜𝑠2
𝛥𝜙

2
= 4𝑎2𝑐𝑜𝑠2

𝜋

𝜆
  𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃 +

𝜑

2

 

 Пусть ϕ = 0 -- волны когерентны. Тогда максимумы при 

sin𝜃 = ±𝑚  
𝜆

𝑑
, 𝑚 = 0, 1, 2 … 

Пусть 𝑎 - амплитуда волны, 

создаваемой каждым диполем, 𝜑 - 

разность фаз между ними. 

Ищем 𝐴 - амплитуду от двух диполей:   

Направление излучения  

𝑑sin𝜃 

𝜋/2 − 𝜃 

𝑑 
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Примеры диаграмм (в плоскости ⊥ диполям):  

𝑑 = 𝜆/2, ϕ = 0 𝑑 = 𝜆, ϕ = 0 𝑑 = 2𝜆, ϕ = 0 

𝑑 = 𝜆/4, ϕ = 𝜋/2 𝑑 = 𝜆/4, ϕ = 3𝜋/4 𝑑 = 𝜆/4, ϕ = 𝜋 
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N когерентных (синфазных) диполей   

 𝐴2     =     𝑎2  
sin2 𝑁 

𝜋𝑑

𝜆
 sin𝜃+

ϕ

2

sin2
𝜋𝑑

𝜆
 sin𝜃+

ϕ

2

. 

   

Δ𝜃 =
𝜆

𝑁𝑑
  

𝜃 

(𝑁𝐴)2 

𝜃 

𝑑 

ϕ - разница фаз между соседями.  

При 𝒅 < 𝝀/𝟐 - только один пик. Можно управлять 

диаграммой направленности электрически – нет 

 вращающихся частей.  
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𝐴2     = 𝑎2  𝑁
𝑛=0 𝑒

𝑖𝑛(𝑘𝑑sin𝜃+ϕ) 2 = 𝑎2
1−𝑒𝑖𝑁(𝑘𝑑sin𝜃+ϕ)

1−𝑒𝑖(𝑘𝑑sin𝜃+ϕ)

2

   Вспомогательная  формула:

    |1 − 𝑒𝑖𝛼|2 = |1 − 𝑐𝑜𝑠𝛼 − 𝑖sin𝛼|2 = (1 − 2𝑐𝑜𝑠𝛼 + cos2𝛼 + sin2𝛼) =

            = 2(1 − cos𝛼) = 4sin2(𝛼/2)

𝐴2     = 𝑎2
sin2[𝑁(𝑘𝑑sin𝜃+ϕ)/2]

sin2[(𝑘𝑑sin𝜃+ϕ)/2]
= 𝑎2  

sin2 𝑁 
𝜋𝑑

𝜆
 sin𝜃+

ϕ

2

sin2
𝜋𝑑

𝜆
 sin𝜃+

ϕ

2

.

 

Вывод формулы для амплитуды излучения 

решетки диполей   
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Пример: диаграмма направленности. 𝑵 = 𝟏𝟎.  

𝒅 = 𝝀/𝟒 (один пик), 𝛟 = 𝟎, 𝝅/𝟔  

Антенна типа YAGI: 

Энергия подводится только к 

одному диполю, сдвиги фазы 

создаются небольшим 

изменением длины 

(расстройкой) элементов 
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если есть фазовая решетка из 𝑁 ≫ 1 приемников, то вводя различные времена 

задержки в каждом приемнике, можно ``слушать'' ВСЕ небо.  

   

То же самое для приема:  

Два приемника,  разнесенные на 

расстояние 𝐿, дают угловое разрешение 

источника 𝜃~𝜆/𝐿. 

   

 Астрокосмический центр ФИАН- 

Проект «Радиоастрон»: 

   

𝜆 = 1.2 см, 𝐿 = 300000 км  

(апогей эллиптической орбиты),  

 𝜃~10 мксек 

В оптике такого (пока) нет.  
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Радиотелескоп FAST (Китай): 

Площадь 500 м2 
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Проект SKA: 

Радиотелескоп с эффективной площадью антенн 1 км2 

  


