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Преобразование Фурье 

Пусть f(t) – периодическая интегрируемая функция с 

периодом 𝑇 = 2𝜋/𝜔0 

𝑓(𝑡)     =     
𝑎0

2
+  

𝑛=∞

𝑛=1

(𝑎𝑛cos(𝑛𝜔0𝑡) + 𝑏𝑛sin(𝑛𝜔0𝑡)),

𝑎𝑛     =     
2

𝑇
 

𝑇/2

−𝑇/2

𝑓(𝑡)cos(𝑛𝜔0𝑡) 𝑑𝑡,   𝑎0 =
2

𝑇
 

𝑇/2

−𝑇/2

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑏𝑛     =     
2

𝑇
 

𝑇/2

−𝑇/2

𝑓(𝑡)sin(𝑛𝜔0𝑡) 𝑑𝑡.

 

Можно иначе: 𝑓(𝑡)     =     
𝑎0

2
+  

𝑛=∞

𝑛=1

𝑐𝑛sin(𝑛𝜔0𝑡 + ϕ𝑛),

        𝑐𝑛 = 𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2,   𝑡𝑔 ϕ𝑛 =
𝑎𝑛

𝑏𝑛
.
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Непрерывное преобразование Фурье 

(интеграл Фурье) 

𝑓(𝑡)     =      
∞

−∞

𝐹(𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡
𝑑𝜔

2𝜋
,

𝐹(𝜔)     =      
∞

−∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑡.

 

𝑓(𝑡)     =      

𝑛=∞

𝑛=−∞

𝐶 𝑛𝑒𝑖𝑛𝜔0𝑡
∆𝜔

𝜔0
 

∆𝜔 = 𝜔0= 
2𝜋

𝑇
  

lim
𝑇→∞

𝑓(𝑡)     = lim
𝑇→∞

 

𝑛=∞

𝑛=−∞

𝑇𝐶 𝑛𝑒𝑖𝑛𝜔0𝑡
∆𝜔

2𝜋
=  𝐹(𝜔)𝑒𝑖𝑛𝜔𝑡

𝑑𝜔

2𝜋
 

∞

−∞
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Свойства рядов и интегралов Фурье: 

𝑓1(𝑡) + 𝑓2(𝑡) + 𝑓3(𝑡)     ⇔     𝐹1(𝜔) + 𝐹2(𝜔) + 𝐹3(𝜔),

𝛼𝑓(𝑡) ⇔     𝛼𝐹(𝜔),   𝛼  − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑑𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
    ⇔     𝑖𝜔 × 𝐹(𝜔),

 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡    ⇔     
𝐹(𝜔)

𝑖𝜔
.
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Свойства рядов и интегралов Фурье: 
 
 
 
 

𝑓(𝛽𝑡)     ⇔     
1

𝛽
 𝐹

𝜔

𝛽
,   𝛽  − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑓(𝑡 − 𝜏)     ⇔     𝐹(𝜔)𝑒−𝑖𝜔𝜏,   𝜏  − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑊 =  
∞

−∞

𝑓2(𝑡) 𝑑𝑡    =      
∞

−∞

|𝐹(𝜔)|2  
𝑑𝜔

2𝜋
,

𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡)cos(𝜔0𝑡)     ⇔     𝐹(𝜔) =
𝐺(𝜔 − 𝜔0)

2
+

𝐺(𝜔 + 𝜔0)

2
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𝑑𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
    ⇔     𝑖𝜔 × 𝐹(𝜔), Докажем:  

𝜕𝑡𝑓(𝑡)     =     𝜕𝑡  𝐹(𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡 𝑑𝜔 =  [𝑖𝜔𝐹(𝜔)] 𝑒𝑖𝜔𝑡  𝑑𝜔. 

𝑓(𝛽𝑡)     ⇔     𝐹𝛽(𝜔) =
1

𝛽
 𝐹

𝜔

𝛽
,

  𝛽  − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

Докажем:  

𝐹𝛽(𝜔)     =      𝑓(𝛽𝑡) 𝑒−𝑖𝜔𝑡  𝑑𝑡 =

=  𝑓(𝛽𝑡) 𝑒−𝑖(𝜔/𝛽) 𝛽𝑡  
𝑑(𝛽𝑡)

𝛽
=

1

𝛽
 𝐹

𝜔

𝛽
,
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Докажем:  𝑓(𝑡 − 𝜏)     ⇔     𝐹(𝜔)𝑒−𝑖𝜔𝜏,   𝜏  − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

𝐹𝜏(𝜔)     =      𝑓(𝑡 − 𝜏) 𝑒−𝑖𝜔𝑡  𝑑𝑡 =  𝑓(𝑦) 𝑒−𝑖𝜔𝑦 𝑒−𝑖𝜔𝜏𝑑𝑦 =

𝐹(𝜔) 𝑒−𝑖𝜔𝜏

 

𝑓 𝑡 = 𝑔 𝑡 cos 𝜔0𝑡   𝐹 𝜔 = 2  𝑔 𝑡 𝑒𝑖𝜔0𝑡 + 𝑒−𝑖𝜔0𝑡 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 𝜔

=  𝑔 𝑡 𝑒−𝑖(𝜔−𝜔0)𝑡 + 𝑒−𝑖(𝜔+𝜔0)𝑡 𝑑𝑡

=
𝐺(𝜔 − 𝜔0)

2
+

𝐺(𝜔 + 𝜔0)

2
 

Докажем:  

𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡)cos(𝜔0𝑡)     ⇔     𝐹(𝜔) =
𝐺(𝜔 − 𝜔0)

2
+

𝐺(𝜔 + 𝜔0)

2
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Докажем:  𝑊 =  
∞

−∞

𝑓2(𝑡) 𝑑𝑡    =      
∞

−∞

|𝐹(𝜔)|2  
𝑑𝜔

2𝜋
 

(равенство Парсеваля) 

𝑊    =        𝐹
∞

−∞

(𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡  𝐹∗(𝜔′) 𝑒−𝑖𝜔′𝑡  
𝑑𝜔 𝑑𝜔′

(2𝜋)2
 𝑑𝑡 =

    =       
∞

−∞

𝐹(𝜔) 𝐹∗(𝜔′) 2𝜋 𝛿(𝜔 − 𝜔′) 
𝑑𝜔 𝑑𝜔′

(2𝜋)2
=

    =      
∞

−∞

|𝐹(𝜔)|2  
𝑑𝜔

2𝜋
.

 

 

 
∞

−∞

𝑒𝑖𝛼𝑥 𝑑𝑥 = 2𝜋 𝛿(𝛼). 

- Интегральное определение дельта-функции 
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Можно и по-другому: 

𝑊 =  
∞

−∞

𝑓2(𝑡) 𝑑𝑡    =      
∞

−∞

|𝐹(𝜔)|2  
𝑑𝜔

2𝜋
 

𝑊    =       
∞

−∞

𝑓(𝑡) 𝐹(𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑑𝜔

2𝜋
 𝑑𝑡

        Учтем:   
∞

−∞

𝑓(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡  𝑑𝑡 = 𝐹∗(𝜔),

𝑊    =      
∞

−∞

𝐹(𝜔) 𝐹∗(𝜔) 
𝑑𝜔

2𝜋
=

    =      
∞

−∞

|𝐹(𝜔)|2  
𝑑𝜔

2𝜋
.
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Метод комплексных амплитуд 

Пусть в цепи действуют источники (напряжения или тока) на одной 

частоте 𝑒𝑛 = 𝐸𝑛cos(𝜔𝑡 + ϕ𝐸𝑛), 𝑖𝑛 = 𝐼𝑛cos(𝜔𝑡 + ϕ𝐼𝑛). Тогда  

установившиеся токи и напряжения будут иметь ту же частоту, но 

разные амплитуды и фазы.  

 Напоминание из ТФКП:  

𝑍    =     𝑎 + 𝑖𝑏 = 𝑎2 + 𝑏2 𝑒𝑖𝜑 ,

  𝜑 = a𝑟𝑔(𝑍) = a𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑏

𝑎
 

𝑒𝑖𝑥     =     cos𝑥 + 𝑖sin𝑥 - Теорема Эйлера 
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Метод комплексных амплитуд 

 Представим напряжение в виде: 

𝑈(𝑡)  = |𝐴|cos(𝜔𝑡 + ϕ) = ℜ |𝐴|𝑒𝑖(𝜔𝑡+ϕ) = ℜ |𝐴|𝑒𝑖ϕ 𝑒𝑖𝜔𝑡 =

ℜ 𝐴 𝑒𝑖𝜔𝑡

   
 

 

𝐴    =     𝐴 𝑒𝑖𝜙 - комплексная амплитуда 

Что бы найти отклик линейной системы на 

гармонический сигнал, достаточно найти, как 

изменяется его комплексная амплитуда! 
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𝑓(𝑡) = 𝐴cos(𝜔𝑡 + ϕ)     →     𝑓(𝑡) = ℜ 𝐴 𝑒𝑖𝜔𝑡 , 

𝑑𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜔𝐴sin(𝜔𝑡 + ϕ)     →     

𝑑𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
= ℜ 𝑖𝜔𝐴 𝑒𝑖𝜔𝑡

 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 =
𝐴

𝜔
sin(𝜔𝑡 + ϕ)     →      𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = ℜ

𝐴 

𝑖𝜔
𝑒𝑖𝜔𝑡

 

Будем считать:𝐴 ≡ |𝐴|𝑒𝑖ϕ 

Используем принцип суперпозиции: 
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Любой сложный сигнал можно разложить по гармоническим  

(в спектр) ,найти изменение комплексной амплитуды каждой  

спектральной компоненты, а затем просуммировать: 

𝑈вх(𝑡)     =      
∞

−∞

𝑈 вх(𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑑𝜔

2𝜋
,  

𝑈 вх(𝜔) =  
∞

−∞

𝑈вх(𝑡) 𝑒
−𝑖𝜔𝑡  𝑑𝑡

 

 

𝑈вых(𝑡)     =      
∞

−∞

𝑈 вых(𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑑𝜔

2𝜋
. 
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Характеристики линейных цепей  

Примем, что генератор напряжения 𝑈вх имеет   

нулевое внутреннее сопротивление. 

Нас интересует связь между 𝑈вх и 𝑈вых.  

 𝑈вх 

 𝑈вых 
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Разложение по  

гармоническим составляющим   

 Представим:  𝑈вх 𝑡 =  
∞

−∞

𝑈 вх 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑑𝜔

2𝜋
, 

Коэффициент передачи: 𝐾(𝜔)     =     
𝑈 вых(𝜔)

𝑈 вх(𝜔)
  

|𝐾(𝜔)|  - АЧХ (амплитудно-частотная характеристика), 

a𝑟𝑔𝐾(𝜔) - ФЧХ (фазово-частотная характеристика). 

- комплексная величина 

𝑈вых(𝑡) =  
∞

−∞

𝑈 вых(𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑑𝜔

2𝜋
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Пример: RC цепочка  

 𝑈вх 
 𝑈вых 𝜋/2 𝜔 

𝜔 

𝐾  

arg (𝐾) 

𝐾(𝜔)     =     
𝐼𝑅

𝐼 𝑅 +
1

𝑖𝜔𝐶

=
𝑖𝜔𝑅𝐶

1 + 𝑖𝜔𝑅𝐶
 

|𝐾(𝜔)|     =     
𝜔𝑅𝐶

1 + (𝜔𝑅𝐶)2
,   

arg𝐾(𝜔) =
𝜋

2
− 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝜔𝑅𝐶) 
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Разложение по  

гармоническим составляющим   

1 Шаг: находим спектр входного сигнала: 

 

 

 

 

2 Шаг: зная коэффициент передачи, находим спектр сигнала на выходе: 

 

 

 

3 Шаг: находим выходной сигнал: 

 

 

𝑈 вх 𝜔 =  
∞

−∞

𝑈вх 𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 

𝑈 вых 𝜔 = 𝑈 вх 𝜔  𝐾(𝜔) 

𝑈вых(𝑡) =  
∞

−∞

𝑈 вых(𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑑𝜔

2𝜋
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Разложение по ступенчатым функциям 

Δ𝑈(𝑡0)     =     𝑈′(𝑡) 𝑑𝑡 × 𝐻(𝑡 − 𝑡0) 
Δ𝑈(𝑡0) 

𝑡0 𝑡  

𝑈 

𝑈 вх(𝑡)     =     𝜕𝑡𝑈вх(𝑡) 

𝑈вх(𝑡)     =  
𝑡

−∞

𝑈 вх(𝜏) 𝐻(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏, 

Производная от сигнала, взятая в разные моменты 

времени, играет роль коэффициентов Фурье при 

разложении по ступенчатым функциям -функциям 

Хевисайда: 
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Пример: опять RC - цепочка 

 𝑈вх  𝑈вых 

 (𝑡) 

 𝑡 

𝑈вх(𝑡)     = 𝑅𝐼(𝑡) +  
𝑡

−∞

𝐼(𝑡)

𝐶
 𝑑𝑡 = 𝑅 

𝑑𝑄(𝑡)

𝑑𝑡
+

𝑄(𝑡)

𝐶

𝑄(𝑡)     =  
𝑡

−∞

𝑈вх(𝜏)

𝑅
 𝑒−(𝑡−𝜏)/𝑅𝐶  𝑑𝜏  

𝑄 𝑡    = 𝐶𝑈0 1 − 𝑒−
𝑡

𝑅𝐶  𝐻 𝑡

𝑈вх 𝜏 = 𝑈0𝐻 𝜏 →
 

               𝑈вых    = 𝑅𝐼(𝑡) = 𝑅 
𝑑𝑄(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑈0 𝑒−𝑡/𝑅𝐶  𝐻(𝑡)
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Разложение по δ-функциям 

𝑈вх(𝑡)     =      
𝑡

−∞

𝑈 вх(𝜏)𝛿(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏,   𝑈 вх(𝜏) = 𝑈вх(𝜏)

𝑈вых(𝑡)     =      
𝑡

−∞

𝑈 вх(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏.

 

Импульсная характеристика 𝑔(𝑡) --- отклик на 𝛿-функцию  

Связь 𝑔 и :  

𝑑𝐻(𝜏)

𝑑𝜏
= 𝛿(𝜏),   ⇒     𝑔(𝜏) =

𝑑(𝜏)

𝑑𝜏
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Коэффициенты Фурье 𝑈 вх при разложении по 𝛿-функциям:  

 
𝑈 вх(𝑡) = 𝑈вх(𝑡) 

𝑈вх(𝑡𝑖)Π(𝑡 − 𝑡𝑖) Δ𝑡 

𝑡𝑖 𝑡 

𝑈вх(𝑡) 

𝑈вх ≅  

𝑖

𝑈вх(𝑡𝑖)Π(𝑡 − 𝑡𝑖) Δ𝑡 ⇒  
𝑡

∞

𝑈вх(𝜏) 𝛿(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏 
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Представления δ-функции 

ΠΔ(𝑡)     =  
1/Δ    если  |𝑡| ≤ Δ/2,   
0    если  |𝑡| > Δ/2   

     
∞

−∞

ΠΔ(𝑡) 𝑑𝑡 = 1

 
 

 

𝛿(𝑡)     = lim
Δ→0

ΠΔ(𝑡) = lim
𝛼→0

𝐷(𝑡, 𝛼) 

𝐷(𝑡, 𝛼)     =
1

2𝜋𝛼2
 exp

−𝑡2

2 𝛼2
 ,

   
∞

−∞

𝐷(𝑡, 𝛼) 𝑑𝑡 = 1, 
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Пример: и снова RC  

 𝑈вх 

 𝑈вых 

 𝑔(𝑡) 

 𝑅𝐶  𝑡 

Подставим:  𝑈вх(𝑡) = 𝛿(𝑡) 

𝑄(𝑡)     =  
𝑡

−∞

𝑈вх(𝜏)

𝑅
 𝑒−(𝑡−𝜏)/𝑅𝐶  𝑑𝜏    ,

𝑈вых(𝑡)     ≡ 𝑅 
𝑑𝑄(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑈вх(𝑡) −  

𝑡

−∞

𝑈вх(𝜏) 𝑒
−(𝑡−𝜏)/𝑅𝐶

𝑑𝜏

𝑅𝐶
,

 

 

𝑔(𝑡)     = 𝛿(𝑡) −
𝐻(𝑡)

𝑅𝐶
 𝑒−𝑡/𝑅𝐶 . 
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 Связь функций: 𝐾(𝜔),   (𝑡),   𝑔(𝑡)   

𝐾(𝜔)     =      
∞

−∞

𝑔(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡  𝑑𝑡,

 
 
 

 

𝑔(𝑡)     =     
𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
. 

(𝑡)     =      
∞

−∞

𝐾(𝜔)

𝑖𝜔 + 𝛆
 𝑒𝑖𝜔𝑡  

𝑑𝜔

2𝜋
,  𝛆 → 𝟎, 

𝑔(𝑡)     =      
∞

−∞

𝐾(𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑑𝜔

2𝜋
, 
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𝐾(𝜔)     =      
∞

−∞

𝑔(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑡

 
 
 

 

- выведем 

𝑈вх(𝑡)     =     𝛿(𝑡) =  
∞

−∞

𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑑𝜔

2𝜋
,   т. е.  𝑈вх(𝜔) = 1

𝑈вых(𝑡)     =      
∞

−∞

𝐾(𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡   
𝑑𝜔

2𝜋
=

    =      
∞

−∞

𝛿(𝜏) 𝑔(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑔(𝑡).
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(𝑡)     =      
∞

−∞

𝐾(𝜔)

𝑖𝜔 + 𝛆
 𝑒𝑖𝜔𝑡  

𝑑𝜔

2𝜋
,  𝛆 → 𝟎, - выведем 

𝑈вх     =     𝐻(𝑡) = lim
→0

𝑒− 𝑡 ,   𝑡 > 0,

𝐻(𝜔)     =      
∞

0

𝑒−(𝑖𝜔+ )𝜏 𝑑𝜏 =
1

𝑖𝜔 + 휀
= 𝑈вх(𝜔),

𝑈вых     =      
𝐾(𝜔)

𝑖𝜔 + 휀
  𝑒𝑖𝜔𝑡   

𝑑𝜔

2𝜋
= (𝑡)
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Пример: RC (а что же еще?) – найдем (𝑡)  

𝑈вх 

𝑈вых 
𝑖/𝑅𝐶 

𝑡 < 0 

𝑡 

𝑡 > 0 

 

(𝑡)     =      
∞

−∞

𝑒𝑖𝜔𝑡

𝑖𝜔 + 휀
 

𝑖𝜔𝑅𝐶

(1 + 𝑖𝜔𝑅𝐶)
 
𝑑𝜔

2𝜋
=

    
   

 

 =     2𝜋𝑖 Выч(𝜔 = 𝑖/𝑅𝐶) = 𝐻(𝑡) 𝑒−𝑡/𝑅𝐶 . 

=     
∞

−∞

 
𝑅𝐶 𝑒𝑖𝜔𝑡

(1 + 𝑖𝜔𝑅𝐶)
 
𝑑𝜔

2𝜋
=  

∞

−∞

 
𝑒𝑖𝜔𝑡

𝑖(𝜔 − 𝑖/𝑅𝐶)
 
𝑑𝜔

2𝜋
= 

𝐾(𝜔)     =     
𝑖𝜔𝑅𝐶

1 + 𝑖𝜔𝑅𝐶
, 
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Пример: (все тот же)  - найдем 𝑔(𝑡)  

𝑈вх 

𝑈вых 

𝐾(𝜔)     =     
𝑖𝜔𝑅𝐶

1 + 𝑖𝜔𝑅𝐶

= 1 −
1

1 + 𝑖𝜔𝑅𝐶
, 

𝑔(𝑡)     =      
∞

−∞

1 −
1

1 + 𝑖𝜔𝑅𝐶
𝑒𝑖𝜔𝑡  

𝑑𝜔

2𝜋
= 

=     𝛿(𝑡) −
𝐻(𝑡)

𝑅𝐶
 𝑒−𝑡/𝑅𝐶 , 

Или:  𝑔(𝑡)     =     
𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛿(𝑡)  −

𝐻(𝑡)

𝑅𝐶
 𝑒−𝑡/𝑅𝐶 . 
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 Другие примеры:  

𝑈вых 𝑈вых 

𝑈вх 𝑈вх 

𝐾𝑅𝐶(𝜔)     =     
1

1 + 𝑖𝜔𝑅𝐶
,       𝐾𝐿𝑅(𝜔) =

1

1 + 𝑖𝜔𝐿/𝑅
,

 
 

𝐾(𝜔)     =     
1

1 + 𝑖𝜔𝜏∗
,   𝜏∗ = 𝑅𝐶 =

𝐿

𝑅
, 

 𝜏∗ --- время релаксации (постоянная времени) цепочки 
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Переходная и импульсная характеристики 

 

    =      
∞

−∞

 𝑒𝑖𝜔𝑡
1

𝑖(𝜔 − 𝑖휀)
−

1

𝑖(𝜔 − 𝑖/𝜏∗)

𝑑𝜔

2𝜋
=

    =     𝐻(𝑡) 1 − 𝑒−𝑡/𝜏∗
,

 
        

 

 

(𝑡)     =      
∞

−∞

𝑒𝑖𝜔𝑡

(𝑖𝜔 + 휀)(1 + 𝑖𝜔𝜏∗)
 
𝑑𝜔

2𝜋
= 

𝑔 𝑡    =     
𝑑 𝑡

𝑑𝑡
=

=
𝑑𝐻(𝑡)

𝑑𝑡
𝛿(𝑡)

1 − 𝑒−𝑡/𝜏∗

=0  при  𝑡=0

+
𝐻(𝑡)

𝜏∗
 𝑒−𝑡/𝜏∗

. 

𝑔(𝑡)     =      
∞

−∞

𝑒𝑖𝜔𝑡

1 + 𝑖𝜔𝜏∗
 
𝑑𝜔

2𝜋
=

𝐻(𝑡)

𝜏∗
 𝑒−𝑡/𝜏∗

, 
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Дифференцирующие цепочки 

𝑈вых 𝑈вых 
𝑈вх 𝑈вх 

𝐾(𝜔)     =     
𝑖𝜔𝜏∗

1 + 𝑖𝜔𝜏∗
,   𝜏∗ = 𝑅𝐶 =

𝐿

𝑅
,

 
 

(𝑡)     =     𝐻(𝑡) 𝑒−𝑡/𝜏∗
,

      𝑔(𝑡) = 𝛿(𝑡) − 𝐻(𝑡) 𝑒−𝑡/𝜏∗
. 

𝜔𝜏∗  ≪   1,   𝑡хар  ≫  𝜏∗
 

Условие дифференцирования: 
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Пример: дифференцирование 

прямоугольного импульса: 

𝜏∗ 

𝜏∗ 

𝑡0 

𝑡 

𝑡 
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Интегрирующая цепочка 

𝑈вх 𝑈вх 
𝑈вых 𝑈вых 

𝐾(𝜔)     =     
1

1 + 𝑖𝜔𝜏∗
,   𝜏∗ = 𝑅𝐶 =

𝐿

𝑅
,

 
 

(𝑡)     =     𝐻(𝑡) 1 − 𝑒−𝑡/𝜏∗
,

      𝑔(𝑡) =
𝐻(𝑡)

𝜏∗
 𝑒−𝑡/𝜏∗

. 

Условие интегрирования: 

𝜔𝜏∗ ≫ 1        𝑡хар ≪ 𝜏∗
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Пример: интегрирование 

прямоугольного импульса 

𝑡0 

𝜏∗ 
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𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡 
𝑈𝐿

+ 𝑟𝐼 
𝑈𝑟

+  
𝑡

−∞

𝐼(𝜏)

𝐶
 𝑑𝜏

𝑈𝐶

    =     0,

𝑑2𝑞

𝑑𝑡2 + 2𝛿
𝑑𝑞

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2𝑞    =     0,

 

   

 
2𝛿 =

𝑟

𝐿
,   𝜔0

2 =
1

𝐿𝐶
,   𝑞 = 𝐴𝑒𝑖𝜔𝑡 ,

 
 

 

Внешнее воздействие на линейную 

систему   
 

    Последовательный контур. Свободные колебания   

−𝜔2 + 2𝛿 𝑖𝜔 + 𝜔0
2 𝐴𝑒𝑖𝜔𝑡     =     0, 

−𝜔2𝐴𝑒𝑖𝜔𝑡 + 2𝛿 𝑖𝜔 𝐴𝑒𝑖𝜔𝑡

+ 𝜔0
2𝐴𝑒𝑖𝜔𝑡     =     0 
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Характеристическое уравнение: 

  𝜔2 − 2𝛿 𝑖𝜔 − 𝜔0
2 = 0,

    𝜔1,2 = 𝑖𝛿 ± 𝜔 0,        𝜔 0= 𝜔0
2 − 𝛿2

 

  

Решение однородного уравнения 

ищем в виде:  

𝑞(𝑡)     = 𝐴1𝑒−𝛿𝑡+𝑖𝜔 0𝑡 + 𝐴2𝑒−𝛿𝑡−𝑖𝜔 0𝑡 
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𝑞(𝑡)     = 𝐴1𝑒−𝛿𝑡+𝑖𝜔 0𝑡 + 𝐴2𝑒−𝛿𝑡−𝑖𝜔 0𝑡 ,

𝑞 (𝑡)     = 𝐴1(−𝛿 + 𝑖𝜔 0) 𝑒−𝛿𝑡+𝑖𝜔 0𝑡 + 𝐴2(−𝛿 − 𝑖𝜔 0)𝑒−𝛿𝑡−𝑖𝜔 0𝑡
 

 Пусть заданы начальные условия:  

 

 

𝑞(0)     = 𝐶𝑈0,     ⇒   𝐴1 + 𝐴2 = 𝐶𝑈0,

𝑞 (0)     = 0  ⇒   𝐴1 − 𝐴2 =
𝛿 𝐶𝑈0

𝑖𝜔 0
.

𝑞(𝑡)     = 𝐶𝑈0𝑒−𝛿𝑡 𝑐𝑜𝑠𝜔 0𝑡 +
𝛿

𝜔 0
 𝑠𝑖𝑛𝜔 0𝑡
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Имеем два случая  

 

𝑞(𝑡)     = 𝐶𝑈0𝑒−𝛿𝑡 𝑐𝑜𝑠𝜔 0𝑡 +
𝛿

𝜔 0
 𝑠𝑖𝑛𝜔 0𝑡 ,   𝛿 < 𝜔0,

𝑞(𝑡)     =
𝐶𝑈0𝑒−𝛿𝑡

|𝜔 0|
(|𝜔 0| − 𝛿)𝑒−|𝜔 0|𝑡 + (|𝜔 0| + 𝛿)𝑒|𝜔 0|𝑡 ,   𝛿 > 𝜔0

 

  

𝜔0 > 𝛿 𝜔0 < 𝛿 
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Последовательный контур. Переходная 

характеристика  

При 𝑡 = 0 включаем постоянную 

э.д.с. 𝐸 (ступенька): 

 

 

𝑑2𝑞

𝑑𝑡2 + 2𝛿
𝑑𝑞

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2𝑞    =     
𝐸

𝐿
,

𝑞(0) = 0,   
𝑑𝑞

𝑑𝑡
 
𝑡=0

    =     0.
 

Пусть 𝜔0 ≫ 𝛿, 𝐸 - постоянна.  

 

𝑞(𝑡)     = 𝐴1𝑒−𝛿𝑡+𝑖𝜔 0𝑡 + 𝐴2𝑒−𝛿𝑡−𝑖𝜔 0𝑡 + 𝐶𝐸,

𝑞(0)     = 0  ⇒   𝐴1 + 𝐴2 = −𝐶𝐸,

𝑞 (0)     = 0  ⇒ 𝐴2 − 𝐴1 =
𝛿 𝐶𝐸

𝑖𝜔 0

 



12.09.2016 14:09 Радиофизика 3 курс. Биленко И.А. 39 

𝑞(𝑡)     = 𝐴1𝑒−𝛿𝑡+𝑖𝜔 0𝑡 + 𝐴2𝑒−𝛿𝑡−𝑖𝜔 0𝑡 + 𝐶𝐸

𝑞(0)     = 0  ⇒   𝐴1 + 𝐴2 = −𝐶𝐸,  𝑞 (0) = 0  ⇒ 𝐴2 − 𝐴1 =
𝛿 𝐶𝐸

𝑖𝜔 0
,

𝑞(𝑡)     = 𝐶𝐸 − 𝐶𝐸𝑒−𝛿𝑡 cos𝜔 0𝑡 +
𝛿

𝜔 0
 sin𝜔 0𝑡 ,   𝜔 0

2 = 𝜔0
2 − 𝛿2,

(𝑡)     ≡
𝑞(𝑡)

𝐶𝐸
= 1 − 𝑒−𝛿𝑡 cos𝜔 0𝑡 +

𝛿

𝜔 0
 sin𝜔 0𝑡
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Последовательный контур. 

Вынужденные колебания  

 Установившийся режим: t ≫ 1/𝛿 

 

 

 

𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡 
𝑈𝐿

+ 𝑅𝐼 
𝑈𝑅

+  
𝑡

−∞

𝐼(𝜏)

𝐶
 𝑑𝜏

𝑈𝐶

    = 𝑈𝑔(𝑡) 

   

𝐴cos(𝜔𝑡 + ϕ)     = ℜ 𝐴𝑒𝑖𝜔𝑡

 

  𝑈𝑔(𝑡) = 𝑈𝑔𝑒𝑖𝜔𝑡 ,   𝐼𝐿 = 𝐼𝑅 = 𝐼𝐶 = 𝐼𝑒𝑖𝜔𝑡 . 
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    𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡 
𝑈𝐿

+ 𝑅𝐼 
𝑈𝑅

+  
𝑡

−∞

𝐼(𝜏)

𝐶
 𝑑𝜏

𝑈𝐶

= 𝑈𝑔(𝑡),

𝑈𝑔(𝑡) = 𝑈𝑔𝑒𝑖𝜔𝑡 →

𝑈𝐶     =
1

𝐶
 𝐼𝐶𝑑𝑡 =

1

𝑖𝜔𝐶
 𝐼𝑒𝑖𝜔𝑡 ,

𝑈𝑅     = 𝑅 𝐼𝑒𝑖𝜔𝑡 ,

𝑈𝐿     =
𝑑𝐼𝐿

𝑑𝑡
= 𝑖𝜔𝐿 𝐼𝑒𝑖𝜔𝑡 .
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 Реактивное сопротивление (импеданс):   

𝑍𝐶     =
1

𝑖𝜔𝐶
,   𝑍𝐿 = 𝑖𝜔𝐿,

𝑈(𝑡)     = 𝑈𝐶 + 𝑈𝑅 + 𝑈𝐶 ,   𝑈𝑔 = 𝐼𝑍(𝜔),

𝑍(𝜔)     =
1

𝑖𝜔𝐶
+ 𝑅 + 𝑖𝜔𝐿 =

𝐿

𝐶
𝑅

𝐶

𝐿
+ 𝑖

𝜔

𝜔0
−

𝜔0

𝜔
=

    = 𝜌
1

𝑄
+ 𝑖𝜉 .

 

 𝜌 - характеристическое сопротивление, 𝑄 - 

добротность, 𝜉 - расстройка.  
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Характеристики колебательного контура 

(резонатора) 

 

𝜌 -- характеристическое сопротивление, 

𝑄 -- добротность, 𝜉 – расстройка .  

𝑍(𝜔)     =
𝐿

𝐶
𝑅

𝐶

𝐿
+ 𝑖

𝜔

𝜔0
−

𝜔0

𝜔
= 𝜌

1

𝑄
+ 𝑖𝜉 ,

    𝜌 =
𝐿

𝐶
,   𝑄 =

𝜌

𝑅
=

𝜔0

2𝛿
,   𝜉 =

𝜔

𝜔0
−

𝜔0

𝜔
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𝐼(𝜔)     =
𝑈𝑔

𝜌
1
𝑄

+ 𝑖𝜉
,   𝑈𝑅 = 𝑅𝐼,   𝑈𝐿 = 𝑖𝜔𝐿 𝐼,   𝑈𝐶 =

𝐼

𝑖𝜔𝐶

|𝐼(𝜔)|     =
𝑈𝑔

𝜌
1
𝑄2 + 𝜉2

,   𝜑𝐼 = a𝑟𝑔(𝐼(𝜔)) = a𝑟𝑐𝑡𝑔 −𝑄 𝜉 ,

|𝑈𝑅(𝜔)|     =
𝑅 𝑈𝑔

𝜌
1
𝑄2 + 𝜉2

,   𝜑𝑈𝑅
= 𝜑𝐼 ,
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|𝑈𝐿(𝜔)|     =
𝜔𝐿 𝑈𝑔

𝜌
1
𝑄2 + 𝜉2

=
𝜔 𝑈𝑔

𝜔0
1
𝑄2 + 𝜉2

,   𝜑𝑈𝐿
= 𝜑𝐼 +

𝜋

2
,

|𝑈𝐶(𝜔)|     =
𝑈𝑔

𝜌𝜔𝐶
1
𝑄2 + 𝜉2

=
𝜔0 𝑈𝑔

𝜔
1
𝑄2 + 𝜉2

,   𝜑𝑈𝐶
= 𝜑𝐼 −

𝜋

2
,
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Последовательный контур. Резонанс:   

𝜉    =     0,   𝜔 = 𝜔0     ⇒     𝐼(𝜔)𝑚𝑎𝑥 =
𝑈𝑔

𝑟
,

𝑈𝐿     =     𝑖𝜔0𝐿  
𝑈𝑔

𝑟
  =

𝑖

𝑟

𝐿

𝐶
  𝑈𝑔𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝑖𝑄  𝑈𝑔,

 𝑈𝐶     =     
1

𝑖𝜔0𝐶
 
𝑈𝑔

𝑟
 = −

𝑖

𝑟

𝐿

𝐶
  𝑈𝑔𝑒𝑖𝜔𝑡 = −𝑖𝑄  𝑈𝑔

 

 

Резонанс напряжений: 𝑈𝐶 и 𝑈𝐿 в 

противофазе.  

 𝜌 =
𝐿

𝐶
,   𝑄 =

𝜌

𝑟
 

𝑈𝐿 

 𝑈𝐶   

 𝑈𝑅  
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𝜔𝐶 = 𝜔0 1 −
1

2𝑄2 , 𝜔𝐿 = 𝜔0 1 +
1

2𝑄2  

 Резонансные кривые  

𝑈𝐿 
𝑈𝐶 

𝑈𝑅 

𝜙𝐿 

𝜙𝐶 𝜙𝑅 

𝜙  

𝑈  

𝜔 

𝜔 

𝜔𝐶 𝜔𝐿 𝜔0 

𝑄𝑈𝑔 

𝑈𝑔 

𝜋
2

 
𝜋 
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Задачи для «любознательных» 

«Вынужденные колебания»  

В последовательном колебательном контуре 

(𝜔0 = 1/ 𝐿𝐶, 𝛿 = 𝑟/(2𝐿), 𝜔0 ≫ 𝛿) в момент 

времени 𝑡 = 0 включается генератор, напряжение 

𝑈𝑔(𝑡) которого меняется по закону:  

 𝑈𝑔(𝑡) =  
𝑈0cos(𝜔0 − Δ)𝑡 0 ≤ 𝑡,

0 𝑡 < 0,
 

Найти зависимость от времени напряжения на 

конденсаторе 𝑈𝐶(𝑡) и построить графики для 

случаев: a) Δ = 0, б) Δ = 𝛿, в) Δ = 5𝛿 .  
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Физический смысл добротности:  

Свободные колебания:  

𝐴    =     𝐴0𝑒−𝛿𝑡cos(𝜔0𝑡),   𝑄 =
𝜔0

2𝛿
=

𝜔0𝜏∗

2
; 

Потери энергии за период:  

Δ ≡ 2𝜋 ×
𝑊запас

𝑊потери за период
=

    = 2𝜋 ×

𝐿𝐼2

2

𝑅𝐼2

2
⋅
2𝜋
𝜔0

=
𝜔0𝐿

𝑅
=

𝜌

𝑅
= 𝑄;
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 Физический смысл добротности:   

Ширина резонансной кривой:  

𝐼    =     
𝑈0𝑒𝑖𝜔𝑡

𝑅 + 𝑖𝜌𝜉
=

𝑈0𝑒𝑖𝜔𝑡

𝑅(1 + 𝑖𝑄𝜉)
,

𝐼 2(𝜔)     =     
𝐼𝑚𝑎𝑥(𝜔)

2
, ⇒   𝜉𝑄 = 1,   𝜉 =

𝜔

𝜔0
−

𝜔0

𝜔

 

  

 

𝜉   ≃
2Δ𝜔

𝜔0
,       𝜔1,2 = 𝜔0 ±

Δ𝜔

2
,   Δ𝜔

𝜔0

𝑄
, 

При 𝑄 ≫ 1:  

При Q ≪ 1: 𝜔1  ≃  𝑄𝜔0,   𝜔2 ≃
𝜔0

𝑄
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Резонансные явления в линейных цепях  

𝐾(𝜔)     =     
𝑈out(𝜔)

𝑈in(𝜔)
=

𝑍

𝑅𝑖 + 𝑍
,

𝑅𝑖     ≫     𝑍(𝜔),   ⇒     𝐾(𝜔) → 0,
𝑅𝑖     ≪     𝑍(𝜔),   ⇒     𝐾(𝜔) → 1
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Пример: фильтр-пробка.  Пусть  𝜌≫ 𝑅𝑖≫ r : 

𝐾(𝜔)     =     
𝑍

𝑍 + 𝑅𝑖
=

𝑟 + 𝑖𝜌𝜉

𝑅𝑖 + 𝑟 + 𝑖𝜌𝜉
,  

𝑍 = 𝑟 + 𝑖𝜔𝐿 +
1

𝑖𝜔𝐶
= 𝑟 + 𝑖𝜌𝜉

2Δ𝜔

𝜔0
    ≃   

𝜌

𝑅𝑖
=

1

𝑄нагр
,   𝑄нагр ≫ 1

 

𝜌𝜉≅ 𝑅𝑖 

𝜌𝜉≅𝑟 

1

2
 

𝑟 2

𝑟 + 𝑅𝑖
 

𝑟

𝑟 + 𝑅𝑖
 

𝜔0 𝜔 

𝑅𝑖 

𝑅 𝐿 𝐶 
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1 «Электрон»  Дано: 𝐿, 𝐶, 𝑑, 𝑚, 𝑒 

 1). Найти, чему равен сдвиг собственной 

частоты контура, если в емкость ``вложен'' 

свободный электрон. 

2). То же самое, если электрон "на 

пружинке" (частота его свободных 

колебаний равна 𝜔𝑒).   

 2 «Резонансная кривая»   С какой максимальной 

скоростью 
𝑑𝜔𝑔

𝑑𝑡
 можно менять частоту генератора 𝜔𝑔, 

чтобы ``прописать'' (измерить) резонансную кривую 

резонатора с заданной точностью, например, c 

относительной ошибкой 휀 = 0.03. Параметры 

резонатора считать известными.  

Задачи для «любознательных» 


