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Принцип дуальности – правило составления 

дуальной схемы 

𝑌 1     =
1

𝑍1
,   𝑌 2 =

1

𝑍2
,

𝑖𝜔𝐿     =
1

𝑖𝜔𝐶
,   

1

𝑖𝜔𝐶 1
= 𝑖𝜔𝐿1,   

1

𝑖𝜔𝐶 2
= 𝑖𝜔𝐿2
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 Приинцип дуальности. Пример 

1:        𝐼𝑅 =
𝑈0

𝑅 + 𝑍1
;     𝑍1 =

𝑖𝜔𝐶

1 − 𝜔2𝐿𝐶
,

2:        𝑈𝐺 =
𝐼0

𝐺 + 1/𝑍2
;     
1

𝑍2
=

𝑖𝜔𝐿

1 − 𝜔2𝐿𝐶
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1

𝑍(𝜔)
    =

1

𝑅
+ 𝑖 𝜔𝐶 −

1

𝜔𝐿
=
1

𝜌

1

𝑄
+ 𝑖𝜉 ,

𝜌    =
𝐿

𝐶
,   𝑄 =

𝑅

𝜌
,   𝜉 =

𝜔

𝜔0
−
𝜔0
𝜔

 

 

  

Параллельный контур  

𝑈вых 𝐼вх 𝑅 𝐿 𝐶 

𝑍 𝜔 =
𝜌 𝑄

1 + 𝑖𝑄𝜉
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 Параллельный контур. 

Резонансная кривая  

𝑈вых(𝜔)     =     𝐼0𝑍(𝜔) =
𝜌 𝑄

1 + 𝑖𝑄𝜉
⋅ 𝐼0,  𝐼 = 𝐼𝑜 𝑒

𝑖𝜔𝑡

𝐼𝑅     =     
𝜌

𝑅
 
𝑄 𝐼0
1 + 𝑖𝑄𝜉

,   𝐼𝐿 =
−𝑖𝜔0
𝜔
 
𝑄 𝐼0
1 + 𝑖𝑄𝜉

,

𝐼𝐶     =     
𝑖𝜔

𝜔0
 
𝑄 𝐼0
1 + 𝑖𝑄𝜉

.

 

𝑅 

𝑍  

𝑅
2

  ∆𝜔 

𝜉 = 1
𝑄

 

𝜔 𝜔0 
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 Уровень 
𝟏

𝟐
  (напряжение или токи 𝐼𝐿 , 𝐼𝐶 , 𝐼𝑅) ⇒   𝜉𝑄 = 1  

 При𝑄 ≫ 1:        𝜔1,2 = 𝜔0 ± Δ𝜔,   Δ𝜔 ≈
𝜔0

𝑄
 

 

При𝑄 ≪ 1:        𝜔1 ≈ 𝑄𝜔0, 𝜔2 ≈
𝜔0
𝑄

 

Резонанс токов: 

𝜔 = 𝜔0     =     
1

𝐿𝐶
,

𝑈вых(𝜔0)     =     𝐼0𝑅,
𝐼𝐿(𝜔0)     =     −𝑖𝑄𝐼0,
𝐼𝐶(𝜔0)     =     𝑖𝑄𝐼0.

 

𝐼𝐶  

𝐼𝐿 

𝐼𝑅 

𝜋
2 

;
𝜋
2 

𝜔0 𝜔 

𝑎𝑟𝑔 (𝑈вых) 

Q>Q 
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Добротность (еще раз) 

Разные определения добротности 𝑸:   

𝑄    =     
Запасенная  энергия

2𝜋 × (Энергия  потерь  за  период)
,

𝑄    =     
𝜔0𝜏

∗

2
,   𝜏∗   − время  затухания

𝑄    =     
𝜔0
Δ𝜔
,   Δ𝜔 =

2

𝜏∗
  − ширина  полосы

𝑄    =     
𝜌

𝑟
    (последовательный  контур),   𝜌 =

𝐿

𝐶

𝑄    =     
𝑅

𝜌
    (параллельный  контур)
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Примеры: 

  Обычный 𝐿𝐶 контур   𝑄 ≈ 50…300   𝑓 = 105…108 Гц 

  Кварцевый резонатор   𝑄 ≈ 104…105  𝑓 = 103…107 Гц 

 Металлический 

объемный СВЧ 

резонатор  

 𝑄 ≈ 50…105   𝑓 = 109…1012 Гц 

криогенный 

 СВЧ резонатор  

 𝑄 ≈ 106…1010   𝑓 = 109…1012 Гц 

(сверхпроводники, сапфир) 

 Оптические 

микрорезонаторы  

 𝑄 ≈ 1010  (пл. кварц, 𝐶𝑎𝐹2, 𝑓 ≈ 1015 

Гц) 

 Оптический резонатор 

Фабри-Перо 

 𝑄 ≈ 1012  (𝐿 = 4 км, 𝑓 ≈ 1015 Гц)  
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Диэлектрические резонаторы на эффекте полного 

внутреннего отражения - в СВЧ диапазоне из 

сапфира, плавленого кварца и в оптике  

плавленого кварца или флюорита. 

В сапфире продемонстрирован уровень 

фундаментальных потерь 𝑄~1/𝑇5. 
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С1 

С2 

𝐿 

𝑅 

Кварцевые резонаторы: 

Механический осциллятор связанный с электрической 

схемой через прямой и обратный пьезоэффект 

Эквивалентная схема 
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Объемные резонаторы 
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Задача: Емкостной датчик  

Δ𝑈𝐶
𝑈𝐶
    ≅     

𝑄

2
 
Δ𝑑

𝑑
 

Δ𝑑 

𝑑 

𝑈𝐶 

𝜔 

Δ𝑈𝐶 

Пусть Δ𝑑 = 𝑑0cosΩ𝑡. 
Каковы ограничения на 𝑑0 и Ω? 

Как выбирается оптимальная частота генератора? 

Емкостной датчик: 

Измерение малых смещений  
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Емкостной датчик: 

Измерение малых смещений  

 

Δ𝑑    =     1 × 10;9  𝑐𝑚 ×
𝑑

1 × 10;2  𝑐𝑚
×
Δ𝑈𝐶/𝑈𝐶
1 × 10;5

×
200

𝑄
 

  

Если 𝑄 = 200,   
Δ𝑈𝐶

𝑈𝐶
= 1 × 105,   𝑑 = 1 × 10;2 см, то 

Δ𝑑 = 1 × 10;9 см !  

Δ𝑑 𝑚𝑖𝑛 ≅ 
2𝑑

𝑄𝑈𝐶
Δ𝑈𝐶 𝑚𝑖𝑛 Δ𝑑 

𝑑 
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Достигнуто (физфак МГУ, 1979):   

𝚫𝒅 = 𝟔 × 𝟏𝟎;𝟏𝟕  см  

при 𝑄 = 5 × 104, 𝑑 = 3 × 10;4 см 

Ω ≈ 3 кГц и времени измерения 𝜏 = 1 сек.  
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Достигнуто (физфак МГУ, 1979):   

𝚫𝒅 = 𝟔 × 𝟏𝟎;𝟏𝟕  см  

при 𝑄 = 5 × 104, 𝑑 = 3 × 10;4 см 

Ω ≈ 3 кГц и времени измерения 𝜏 = 1 сек.  
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Достигнуто (физфак МГУ, 1979):   

𝚫𝒅 = 𝟔 × 𝟏𝟎;𝟏𝟕  см  

при 𝑄 = 5 × 104, 𝑑 = 3 × 10;4 см 

Ω ≈ 3 кГц и времени измерения 𝜏 = 1 сек.  

𝟔 × 𝟏𝟎;𝟏𝟕  см 
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 Пределы измерения малых смещений   

Оптика: резонатор Фабри-Перо  

Δ𝑑 ≈
𝜆

𝐹

ℏ𝜔

𝑊𝜏
≈
𝜆

𝐹

1

𝑁
, 

где 𝐹 =
𝜋

1;𝑅
 - резкость, 𝑊 -мощность, 𝑁 - число 

использованных фотонов, 𝑅 - коэффициент 

отражения зеркала.  
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 Радиофизика:  

Δ𝑑    ≈
𝑑

𝑄

𝜅𝐵𝑇

𝑊𝜏
≈
𝜆

𝐹
×
1

𝑁
 ,

Что  меньше:        
𝑑

𝑄
  или  

𝜆

𝐹
  ?

В  оптике        
𝜆

𝐹
≈
10;4см

106
≈ 10;10  см.
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 Δ𝑑 ≈ 𝟏𝟎;𝟏𝟗  см  за  𝜏 ≈ 10;3  сек. 
  

Для регистрации гравитационных волн  нужно  
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Связанные контуры  

𝐿1
𝑑𝐼1
𝑑𝑡
+ 𝑅1𝐼1 + 

𝐼1
𝐶1
 𝑑𝑡 + 𝑀

𝑑𝐼2
𝑑𝑡
    =     𝑈вх(𝑡),

𝐿2
𝑑𝐼2
𝑑𝑡
+ 𝑅2𝐼2 + 

𝐼2
𝐶2
 𝑑𝑡 + 𝑀

𝑑𝐼1
𝑑𝑡
    =     0.

 

𝐼1 

𝑅1 𝑅2 

𝐶1 

𝐶2 
𝐿1 𝐿2 

𝐼2 

 𝑈вх  𝑈вых 
𝑀 
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Тогда  

 

𝐼1 𝑖𝜔𝐿1 + 𝑅1 +
1

𝑖𝜔𝐶1
+ 𝑖𝜔𝑀 𝐼2     =     𝑈0,

𝐼2 𝑖𝜔𝐿2 + 𝑅2 +
1

𝑖𝜔𝐶2
+ 𝑖𝜔𝑀 𝐼1     =     0,

𝐿1𝜔01 𝐼1
𝑅1

𝐿1𝜔01
+ 𝑖

𝜔

𝜔01
−
𝜔01

𝜔
+ 𝑖𝜔𝑀 𝐼2     =     𝑈0,

𝐿2𝜔02 𝐼2
𝑅2

𝐿𝜔02
+ 𝑖

𝜔

𝜔02
−
𝜔02

𝜔
+ 𝑖𝜔𝑀 𝐼1     =     0

 

 Гармоническое воздействие: 𝑼вх(𝒕) = 𝑼𝟎𝒆
𝒊𝝎𝒕.   

Рассматриваем    установившийся  процесс. Заменяем  

 
𝑑𝐼1

𝑑𝑡
    →     𝑖𝜔,        𝑑𝑡 → 1/𝑖𝜔. 
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Рассмотрим для простоты случай   

𝐿1 = 𝐿2 = 𝐿,   𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶,   𝑅1 = 𝑅2 = 𝑅. 
  

 

Обозначим    𝜔0     =
1

𝐿𝐶
,   𝜉 =

𝜔

𝜔0
−
𝜔0

𝜔
,   𝛿 =

𝑅

𝜔0𝐿
,   𝜿 =

𝑴

𝑳
 
𝝎

𝝎𝟎
.

Тогда:        (𝛿 + 𝑖𝜉)𝐼1 + 𝑖𝜅𝐼2 =
𝑈0

𝜔0𝐿
,    (1)

                𝑖𝜅𝐼1 + (𝛿 + 𝑖𝜉)𝐼2 = 0,             (2)

  

 Комбинируем:  

 

(1) × 𝑖𝜅 − (2) × (𝛿 + 𝑖𝜉)       ⇒ 0 − (𝜅2 + (𝛿 + 𝑖𝜉)2)𝐼2 =
𝑖𝜅𝑈0

𝜔0𝐿
,

𝑈вых(𝜔)     =
𝐼2(𝜔)

𝑖𝜔𝐶
= − 

𝑈0 𝜅 
𝜔0
𝜔

𝜅2:(𝛿:𝑖𝜉)2
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 Результат:   

 

𝑈вых(𝜔)     =     
𝐼2(𝜔)

𝑖𝜔𝐶
= − 

𝑈0 𝜅 
𝜔0
𝜔

𝜅2:(𝛿:𝑖𝜉)2

𝐾 𝜔    =     
;𝜅 𝜔0

𝜔 𝜅2:𝛿2;𝜉2:2𝑖𝛿𝜉
=

;𝑀/𝐿

𝜅2:𝛿2;𝜉2:2𝑖𝛿𝜉

 

  

  

Квадрат модуля знаменателя:  

 

𝑁    = (𝜅2 + 𝛿2 − 𝜉2)2 + 4𝛿2𝜉2,

𝜕𝜉𝑁    = 2𝜉(−2𝜅
2 − 2𝛿2 + 2𝜉2 + 4𝛿2) = 0,

𝜉1     = 0,   𝜉2,3
2 = 𝜅2 − 𝛿2,   𝛿 =

1

𝑄
.

 

Пусть: 𝑄 ≡ 1/𝛿 ≫ 1, 𝜉 ≪ 1,   𝑘 ≈const 



12.09.2016 Радиофизика 3 курс. Биленко И.А. 23 

𝐾(𝜔)     =
−𝜅 𝜔0

𝜔 (𝜅2 + 𝛿2 − 𝜉2)2 + 4𝛿2𝜉2
,

𝜉1     = 0,   𝜉2,3
2 = 𝜅2 − 𝛿2,   𝛿 =

1

𝑄
.

 

     

Коэффициент передачи 𝑲(𝝎):   
при 𝜅 < 𝛿 - один экстремум, 

при 𝜅 > 𝛿 - три экстремума.  
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Связанные резонаторы.  

Резонансная кривая  

Комбинация нескольких контуров дает полосовой фильтр.  

Ширина полосы и крутизна фронтов зависит от числа и 

параметров использованных контуров. 

𝐾(𝜔)  

𝑘 > 1
𝑄 

𝑘 < 1
𝑄

 

𝜔 𝜔0 𝜔1 𝜔2 
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𝐼1 

𝑅1 𝑅2 

𝐿1 𝐿2 

𝐼2 

 𝑈вх 
𝑀 

 Трансформатор  

𝑈вх = 𝑈0𝑒
𝑖𝜔𝑡         

(𝑅1 + 𝑖𝜔𝐿1)𝐼1 − 𝑖𝜔𝑀𝐼2     =     𝑈0,
−𝑖𝜔𝑀𝐼1 + (𝑅2 + 𝑖𝜔𝐿2)𝐼2     =     0.
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𝑀2 ≅ 𝐿1𝐿2,

𝑅1     ≪     𝜔𝐿1,     𝑅2 ≪ 𝜔𝐿2.
  

  

 

Тогда(из 2):        
𝐼2

𝐼1
=

𝑖𝜔𝑀

𝑅2:𝑖𝜔𝐿2
≅
𝑀

𝐿2
=

𝐿1

𝐿2
=
1

𝑛
,

        
𝑈𝐿2

𝑈𝐿1
=
𝐼2 𝑖𝜔𝐿2

𝐼1 𝑖𝜔𝐿1
≅ 𝑛,   𝑛 =

𝐿2

𝐿1
=
𝑁2

𝑁1

 

 𝑛 - коэффициент трансформации. 

(1) 
(2) 

(3) 
(4) 

(𝑅1 + 𝑖𝜔𝐿1)𝐼1 − 𝑖𝜔𝑀𝐼2     =     𝑈0,
−𝑖𝜔𝑀𝐼1 + (𝑅2 + 𝑖𝜔𝐿2)𝐼2     =     0.

 

Условия идеальной трансформации:  
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𝐷    =     (𝑅1 + 𝑖𝜔𝐿1)(𝑅2 + 𝑖𝜔𝐿2) + 𝑀
2𝜔2 =

    =     𝜔2(𝑀2 − 𝐿1𝐿2) + 𝑖𝜔(𝐿1𝑅2 + 𝐿2𝑅1) + 𝑅1𝑅2 ≅
≅ 𝑖𝜔(𝐿1𝑅2 + 𝐿2𝑅1),

Δ2     =     𝑖𝑀𝜔 𝑈0,   Δ1 = 𝑈0(𝑅2 + 𝑖𝜔𝐿2) ≅ 𝑖𝐿2𝜔 𝑈0

𝐼2 =
Δ2

𝐷
≅

𝑀𝑈0

𝐿1𝑅2:𝐿2𝑅1
=

𝑀𝑈0
𝐿1

𝑅1𝐿2
𝐿1
:𝑅2

=
𝐧𝐔𝟎

𝐑𝟐:𝐧
𝟐𝐑𝟏
,   𝑛 =

𝐿2

𝐿1

𝐼1 =
Δ1

𝐷
≅

𝐿2𝑈0

𝐿1𝑅2:𝐿2𝑅1
=

𝐔𝟎
𝐑𝟐
𝐧𝟐
:𝐑𝟏

 

Решаем систему (1, 2), учитывая (3, 4):  

(1) 
(2) 

(𝑅1 + 𝑖𝜔𝐿1)𝐼1 − 𝑖𝜔𝑀𝐼2     =     𝑈0,
−𝑖𝜔𝑀𝐼1 + (𝑅2 + 𝑖𝜔𝐿2)𝐼2     =     0.

 

𝑀2 ≅ 𝐿1𝐿2,                                     (3)
𝑅1     ≪     𝜔𝐿1,     𝑅2 ≪ 𝜔𝐿2.       (4)
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𝐼2 ≅
𝑀𝑈0

𝐿1𝑅2:𝐿2𝑅1
=

𝐧𝐔𝟎

𝐑𝟐:𝐧
𝟐𝐑𝟏
,   𝑛 =

𝐿2

𝐿1
 

 𝐼1 ≅
𝐿2𝑈0

𝐿1𝑅2 + 𝐿2𝑅1
=

𝐔𝟎
𝐑𝟐
𝐧𝟐
+ 𝐑𝟏

 

Эквивалентные схемы  

𝑛2𝑅1 

𝑛𝑈0 

𝐼2 

𝑅2 
𝑅2
𝑛2

 

𝑅1 

𝑈0 

𝐼1 
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𝑛2𝑅1 

𝑛𝑈0 

𝐼2 

𝑅2 
𝑅2
𝑛2

 

𝑅1 

𝑈0 

Мощность на сопротивлении 𝑅2 

𝑃2     =     
𝐼2
2𝑅2
2
≅

(𝑛𝑈0)
2𝑅2

2(𝑛2𝑅1 + 𝑅2)
2
  𝑃2     =     

𝑈0
2 ×

𝑅2
𝑛2

2 𝑅1 +
𝑅2
𝑛2

2 

- «приведена к выходу» - «приведена ко входу» 

𝐼1 


