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Глава 1. СПЕКТРЫ СИГНАЛОВ 

Теория 

Теоретический анализ линейного преобразования сигналов осно-

ван на разложении по базисным функциям. Если некоторая функция 

f(t) — достаточно «хорошая», ее можно представить в виде суммы:  

 





n

nn tCtf 


2

1
)(     (1.1) 

где φn(t) — набор ортогональных базисных функций, Cn — коэффи-

циенты,   — норма функций φn. В радиофизике наиболее широкое 

распространение получило разложение Фурье, которое использует 

гармонические функции в качестве базисных функций φn(t). Для пе-

риодической функции используется разложение в ряд Фурье, для не-

периодической — разложение в интеграл Фурье. Необходимым усло-

вием разложения является интегрируемость разлагаемой функции f(t). 

Такой способ представления сигнала называют спектральным. 

Понятие периодической функции 

Функция называется периодической, если существует постоян-

ное число Т > 0, для которого выполняется равенство: 

f(t + T) = f(t) 

для любого t из области задания функции. 

Спектр периодической функции 

Если задана функция времени f(t) с периодом Т, то ее можно 

представить рядом Фурье: 

   





0

cos
n

nnn tAtf  , 

где n = n0, 0 =2/T. При этом совокупность величин {An, n, n} 

образует спектр функции f(t). 
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Можно разделить суммирование по косинусам и по синусам: 

   





0

0 sincos
2 n

nnnn tbta
a

tf  . 

Четные функции раскладываются только по косинусам, нечет-

ные — только по синусам. 

Спектральные коэффициенты определяются обратным преобра-

зованием Фурье: 

 




2

2

0cos
2

T

T

n dttntf
T

a    при n = 0; 1; 2;… 

 




2

2

0sin
2

T

T

n dttntf
T

b   при n = 1; 2;… 

Результат не изменится, если интегрировать по любому целому 

периоду функции, то есть не от –Т/2 до Т/2, а от  до Т + .  

Особый смысл коэффициента 20a : Нетрудно убедиться, что 

2

0a
 





2

2

1
T

T

dttf
T

, а это есть среднее значение функции за период. Та-

ким образом, коэффициент 20a  имеет смысл постоянной состав-

ляющей в спектре сигнала. 

Можно раскладывать f(t) в ряд Фурье не по тригонометрическим 

функциям, а по системе функций  ti nexp : 

   





n

nn tiCtf exp
~    



n

nnn tiCiC exp
~

argexp
~

, 

где    




2

2

0exp
1~

T

T

n dttintf
T

C  ,  T 20  , 0 nn  ,   n = {–; }. 

Спектром называется совокупность величин  nnn CC ;
~

arg;
~

, 

причем совокупность nC
~

 образует спектр амплитуд, а n = nC
~

arg  — 

спектр фаз. 
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Если сигнал f(t) действительный, то для всех 0n  выполняется 

равенство: 
*~~

nn CC  (комплексно сопряженное), или nn CC
~~

  и  

–n = –n.  

Это означает, что спектр амплитуд всегда является четной 

функцией, а спектр фаз — нечетной. 

Спектр периодической функции f(t) с периодом Т всегда является 

дискретным, или линейчатым, причем гармоники отстоят друг от 

друга на 
T




2
 . 

Спектр непериодической функции 

Непериодическую функцию времени f(t) можно представить 

интегралом Фурье: 

     




 


dtiStf exp
~

2

1
 — прямое преобразование Фурье; 

     




 dttitfS 


 exp
2

1~
 — обратное преобразование Фурье. 

Спектр  S
~

 — непрерывный, или сплошной. 

 S
~

 — спектр амплитуд, или спектральная плотность. 

 S
~

arg  — спектр фаз. 

Свойства спектров 

Четность и нечетность. Для действительного сигнала f(t): 

    *~~
SS  , то есть  S

~
 — всегда четная функция;  S

~
arg  — 

всегда нечетная функция. 

Линейность (принцип суперпозиции). Пусть  tf  tf1  tf2 …+

 tfn ; и пусть    Stf
~

 ,    11

~
Stf  ,    22

~
Stf  , … , 

   nn Stf
~

 . Тогда   S
~

 1

~
S  2

~
S …+  nS

~
. 

Умножение на константу. Пусть    Stf
~

 , тогда     Stf
~

 . 
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Сжатие — растяжение. Пусть    Stf
~

 , тогда   














 Stf

~1
. 

Если 1 : расширение импульса, сжатие спектра; если 1 : сжа-

тие импульса, растяжение спектра. 

Временной сдвиг — фазовый сдвиг. Пусть    Stf
~

 ; 

    tftf1 .   Тогда          iSStf  exp
~~

11 . 

Сдвиг спектра. Пусть    Stf
~

 ;     01 exp itftf  . Тогда 

     011

~~
  SStf . 

Следствие. Теорема о переносе спектра. Если    00

~
Stx  , то для 

амплитудно-модулированного колебания с гармонической несущей:  

        tititxttxtx 00000 expexp
2

1
cos     

получим спектр:         000000

~~

2

1~
  SSStx . 

Теорема о свертке.  Пусть       11

~
Stx  ,       22

~
Stx  , 

     txtxty 21  .  

Тогда           




 


 dSSSty y 21

~~

2

1~
  (свертка). 

Следствие. Определение полной энергии сигнала.  

   






0

22 ~1



dSdttx . 

Спектр производной. Пусть    Stf
~

 ;     dttdftf 1 .  

Тогда       SiStf
~~

11  . 

Спектр первообразной. Пусть    Stf
~

 ;     dttftf1 .  

Тогда      


 S
i

Stf
~1~

11  . 
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Таблица 1. Примеры спектров некоторых функций 

График функции. 

Математическое выражение  

для функции 

Графическое представление спектра 

Математическое выражение  

для спектра 

  
  tAtU 0sin  a1 = A (на частоте 0) 

  

 














2
;

2
,0

22
,





tt

tA

tU  
  










2
sinc

~ 
 AS  

  

 
























2
;0

2
;

2
1







t

t
t

A

tU  

  









4
sinc

2

~ 2 


A
S  

 
 

 






























nTnTt

nTnTtA

tU

2
;

2
;0

2
;

2
;





 










2
sinc

 n
n

T

A
C ;  n

T
n




2
  

2/ –2/ 

│Cn│ 2/T 

 

U(t) 
A 

/2 

t 

T /2 

 

S() 
A/2 

4/ –4/ 

/2 –/2 0 

t 

A 
U(t) 

 

S() 
A 

–2/ 2/ 

U(t) 
A 

/2 

t 

0 /2 

an 

A 

0  
0 0 

1 

t  

– 

U(t) 

A 
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Примеры решения задач  

Пример 1.1. 

Определить спектр трапециевид-

ного импульса, изображенного на 

рис. 1.1. Какие детали спектра изменя-

ются с изменением времени и? времени 

ф? Построить график S(). 

Решение 

1 способ. Воспользуемся свойствами спектрального преобразо-

вания Фурье. Найдем производную исходного импульса и ее спектр, а 

затем по нему восстановим спектр исходного импульса. Производная 

трапециевидного импульса — сумма двух одинаковых разнополяр-

ных прямоугольных импульсов длительностью ф, амплитудой 

фA , смещенных по времени относительно 0 на   2фи    

(рис. 1.2): 

 






















.22,

;22 0,

;22,

ифи
ф

ии

ииф
ф









t
A

t

t
A

dt

dU
 

Спектр одиночного прямоугольного импульса считаем извест-

ным (табл. 1). Учтем, что смещение импульса по времени вносит в 

спектр фазовый сдвиг. Тогда спектр функции   dtdUtU   будет ра-

вен: 

       21

~~~
SSSU

 
   2exp

2

2sin
фи

ф

ф
ф

ф








i

A

 
   2exp

2

2sin
фи

ф

ф
ф

ф








i

A

0 

A/ф 

t 

ф и ф 

Рис. 1.2. 

–A/ф 

dU/dt 

Рис. 1.1.

111111 

0 

U 
A 

t 

ф и ф 
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=          2exp2exp2sinc фифиф  iiA  

    2sin2sinc2 фиф   iiA . 

Восстановим спектр  S
~

исходного импульса U(t), поделив спектр 

производной  US 

~
на i: 

     


 US
i

S
~1~      2sin2sinc

2
фиф 



A
 

=    
  

  2

2sin
2sinc

фи

фи
ффи









A . 

Отметим, что полученное выражение является действительным. 

        2sinc2sinc
~

фиффи   AS .      (1.2) 

2 способ. Исходный трапециевид-

ный импульс можно представить как 

суперпозицию двух треугольных им-

пульсов (рис. 1.3): положительного с 

амплитудой 













 1

2 ф

и
1




AA  и дли-

тельностью фи1 2   и отрица-

тельного с амплитудой 
ф

и
2

2


AA   и 

длительностью и . 

Найдем спектр, пользуясь прин-

ципом суперпозиции и выражением 

для спектра «треугольного» импульса:  

      21

~~~
SSS   =  

 
 






















42

42sin
21

22 фи

фи
2

фи

ф

и








A

 
4

4sin

22 и

и
2

и

ф

и











A
 = = 

 

















4
sin

4

2
sin

4 и2фи2

ф
2





A
 =  

0 

U

1 
A1 

t 

–и/2–ф 

–и/2 

Рис. 1.3. 

и/2 

U2 

(A1A) 

A 

0 

t 
и/2+ф 
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= 
   



































4
sin

4

2
sin

4
sin

4

2
sin

4 ифиифи

ф
2





A
 = 

= 
   

4
cos

4
sin2

4
sin

4
cos2

4 ффиффи

ф
2











A
 = 

 = 
 

2
sin

2
sin

4 фиф

ф
2








A
 = 

=       2sinc2sinc фиффи  A . 

Примечание: Выражение для спектра амплитуд может быть 

представлено и в виде произведения двух синусов: 

      2sin2sin
4~

фиф

ф
2




 
A

S ,  (1.3) 

но данное представление менее удобно для дальнейшего анализа. 

Вид функции  S
~

, определенной выражением (1.2), для отно-

шения 20фи   представлен на рис. 1.4. На вставке изображена 

часть спектра за пределами основного максимума в увеличенном 

масштабе. Пульсации огибающей спектра связаны с длительностью 

фронта.  

Рис. 1.4. Спектр трапециевидного импульса для  А = 35 В, и = 40 с, ф = 2 с. 

-10 

0 

10 

20 

30 

40 

-10 -5 0 5 10 

2 6 10 

, рад/с 

S(), Вс 
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Исследуем поведение функции  S
~  в предельных случаях: 

1. Пусть ф = 0. Импульс U(t) превращается в прямоугольный 

импульс с амплитудой А и длительностью и. Полученное нами вы-

ражение (1.2) для спектральной плотности переходит в: 

   2sinc
~

ии  AS  ,    (1.4) 

что соответствует выражению для спектра прямоугольного импульса. 

2. Пусть и = 0. При этом импульс U(t) превращается в треуголь-

ный импульс с амплитудой А и длительностью 2ф. Выражение (1.2) 

для спектральной плотности переходит в: 

   2sinc
~

ф
2

ф  AS  .   (1.5) 

Это выражение также соответствует спектру треугольного импульса. 

Вид зависимостей  S
~

 и  S
~

 представлен на рис. 1.5 а и б 

соответственно. Обращает на себя внимание значительно меньшая 

амплитуда боковых максимумов в спектре треугольного импульса. 

 
  Рис. 1.5, а.      Рис. 1.5, б. 

Пример 1.2. 

Импульс напряжения U(t) = 

= (t)cos 0t имеет огибающую в виде 

равнобедренного треугольника и высо-

кочастотное заполнение с частотой 0 

(рис. 1.6). Определить спектр  S
~

 

данного импульса. Построить график 

функции  S
~

. 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

-10 -5 0 5 10 

0 

0,5 

1 

1,5 

2 

2,5 

-10 -5 0 5 10 

 
 

Рис. 1.6. 

U 
A 

t –/2 

–А 

/2 

SП() S() 

Aи Aф 
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Решение 

Данный импульс является произведением огибающей — «тре-

угольного» импульса с амплитудой А и длительностью  и высоко-

частотного гармонического несущего колебания cos 0t. Спектр «тре-

угольного» импульса нам известен (1.5): 

   4sinc
2

~ 2 



A

S  . 

Для вычисления спектра импульса U(t) воспользуемся теоремой 

о переносе спектра: 

        00

~~

2

1~
 SSS

      4sinc4sinc
4

0
2

0
2 




A
. 

Вид функции  S
~

 для значения 0 = 40 представлен на рис. 1.7. 

 

Рис. 1.7. Спектр импульса, изображенного на рис. 1.6,  

для А = 0,1 В,  = 40 с, 0 = 1 рад/с. 

Пример 1.3. 

Задана функция F(t), полученная в результате воздействия гар-

монического сигнала на нелинейную систему (рис. 1.8). Найти посто-

янную составляющую C0 и амплитуды гармоник  и 2. 

0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 

-3 -2 -1 0 1 2 3 

, рад/с 

S(), Вс 
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Рис. 1.8. 

Решение 

1.  Найдем постоянную составляющую: 

 













 








3

3

0

2

0

0
0 cos5,0

12

2
dxxdxdxxf

T

a
C

T

 = 

 = 





















 3

3

0

sin
2

1
x

x
 










3
sinsin

6

1 





 = 

2

3

6

1
 ;  



3

3

1
0 a . 

2.  Амплитуда первой гармоники: 

 













 








3

2
3

00

1 cos
2

cos2
cos

2
dxxdx

x
dxxxfa  = 

= 












 
 








3

3

0 2

2cos1

2

sin2
dx

xx
 = 






















 33 2

2sin

2

1

22

3

2

12 xx
 = 

= 
































2

3
0

4

1

624

32 


 = 










8

3

34

32 


 = 

4

3

3

2
 . 

3. Амплитуда второй гармоники: 

 













 








3

3

00

2 2coscos
2

2cos2
2cos

2
dxxxdx

x
dxxxfa  =  

F(t) 
1 

t 

–1 

/2 –/2 

/3 –/3 

0,5 

0 

 2 – –2 
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=  













 








3

3

0

cos3cos
2

1

2

2sin

2

12
dxxx

x
 = 

= 





















 3
3

sin
3

3sin

4

31
x

x
 =  

























2

3
000

4

31


 = 

4

3
 . 

Ответ:  
2

3

6

1
0 C ;   



3

3

1
0 a ;   

4

3

3

2
1 a ;   

4

3
2 a . 

Пример 1.4. 

Последовательность импульсов описывается выражением 

U(t) = A cos t – U0 (при A > U0) (рис. 1.9), что соответствует пульса-

циям тока на выходе простейшего выпрямителя. Найти спектральные 

коэффициенты an при разложении U(t) в ряд по косинусам для случая 

U0 = 2A . 

 
Рис. 1.9 

Решение 

    
 

























4

4

00 cos
2

1
cos

1
cos

1
dnAtdtntUan  =  

= 













 



4

4

4

4

cos
2

1
coscos












dndn
A

 =  

U(t) 
A – U0 

t 

–A – U0 

–U0 

0  2 – –2 
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=    


















4

4

4

4

4

4

sin
2

1
1cos

2

1
1cos

2

1















n
n

dndn
A

 = 

   



































 4
sin

4
sin

2
1sin

1

1
1sin

1

1

2

4

4

4

4














nn

n
n

n
n

n

A

 

   




















4
sin

2

4

1
sin

1

1

4

1
sin

1

1 



n

n

n

n

n

n

A
an

.  (1.6) 

Можно остановиться на таком представлении результата, а можно 

выразить an через функции 
x

x
x

sin
sinc  : 

   














4
sinc2

4

1
sinc

4

1
sinc

4

 nnnA
an .        (1.7) 

И, наконец, еще одна возможность упрощения выражения для an со-

стоит в преобразовании первых двух синусов в выражении (1.6): 



































4
sin

2

44
sin

1

1

44
sin

1

1 



n

n

n

n

n

n

A
an  

   



































4
sin

2

4
cos

4
sin

12

2

4
cos

4
sin

12

2 



n

n

nn

n

nn

n

A

 = 


































 4
cos

1

1

1

1

4
sin

2

1

1

1

1

2

2 



n

nn

n

nnn

A
 = 

= 
  












 4
cos

1

2

4
sin

1

2

2

2
22





n

n

n

nn

A
. 

Окончательно получаем: 

  












4
cos

4
sin

1

1

2
2





nn

nn

A
an    (1.8) 

Полученное выражение имеет более простой вид, нежели (1.7), одна-

ко отметим, что для значений n = 0 и 1 использование выражения 
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(1.8) затруднительно, поскольку знаменатель дроби обращается в 0. 

При использовании формулы (1.7) мы не встретим таких затруднений 

ни для каких значений индекса n.  

Приведем значения нескольких первых коэффициентов, рассчи-

танных по формуле (1.7): 

 


 4
4

2
0

A
a ;     2

4
1  



A
a ;    

6

2
2

A
a  ;    

6
3

A
a  ;    

15

2
4

A
a  ;    

30
2

A
a  ; ... 

Зависимость коэффициентов an от индекса n представлена на 

гистограмме (рис. 1.10). 

 
Рис. 1.10. 

Задачи для самостоятельного решения 

1.1. Найти спектр U() сигнала U(t) и построить график ампли-

тудного спектра  U , если   














2

2

2
exp

2

1



t
tU . Учесть, что 

 




 dxx2exp . Построить графики зависимостей U(t), U(ω). Как 

они изменятся при замене τ → τ/2? 

1.2. Найти спектр U() сигнала U(t) и построить график ампли-

тудного спектра  U , если      ttUtU 000 sincos  , 22   t . 

-0,02 

0 

0,02 

0,04 

0,06 

0,08 

0,1 
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n 

an 

n 
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1.3. Найти спектр U() сигнала U(t) и построить график ампли-

тудного спектра  U , если    tUtU 00 2cos  , 22   t . 

1.4. Найти спектр U() сигнала U(t) и построить график ампли-

тудного спектра  U , если       ttmUtU 010 coscos1  , 

22   t . Учесть, что 1 << 0, m << 1. 

1.5. Найти спектр U() сигнала U(t) и построить график ампли-

тудного спектра этого сигнала  U , если 

 







  0,0,

0,0

0 ateU

t
tU at      (1.9) 

Как изменится график при увеличении a? 

1.6. Найти спектр U() сигнала U(t), заданного формулой (1.9), и 

построить график фазового спектра этого сигнала   Uarg . Как из-

менится график при увеличении a? 

1.7. Найти спектр U() одиночного импульса U(t) с амплитудой 

U0 и построить график амплитудного спектра  U , если 

 
 










2при,0

2при,cos

0

000





t

ttU
tU . 

1.8. Найти спектр U() одиночного импульса U(t) с амплитудой 

U0 и построить график амплитудного спектра  U . если 

 
 










22при,0

22при,2cos

0

000





t

ttU
tU . 

1.9. Найдите спектр U() представленного на рис. 1.11 импульса 

и постройте график амплитудного спектра  U . 

1.10. Найдите спектр U() представленного на рис. 1.12 импуль-

са U(t) и постройте график амплитудного спектра  U .  
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Рис. 1.11.        Рис. 1.12. 

1.11. Найдите спектр U() представленного на рис. 1.12 импуль-

са U(t) и постройте график фазового спектра   Uarg . 

1.12. Найдите спектр U() представленного на рис. 1.13 импульса 

U(t) и постройте график амплитудного спектра  U . 

1.13. На рис. 1.14 представлен пе-

риодический сигнал. Найдите его 

спектр в комплексном виде nC
~

 и по-

стройте  nC
~

. Представьте сигнал в 

виде разложения в ряд Фурье.  

  

Рис. 1.14. 

1.14. Найти спектр бесконечной периодической последователь-

ности прямоугольных импульсов амплитуды А (рис. 1.15). Построить 

график зависимости спектра от частоты. Как изменится график спек-

тра, если заменить τ → τ/2? T → T/2? 

 

Рис. 1.15. 

U 

A 

/2 

t 

0 T /2 

x(t) 

A 

 

t 

0 T T 

x(t) 

A 

/2 t 0 /2 

x(t) 

A 

 

t 

0 

x(t) 
A 

3/2 

t 

0 /2 

Рис. 1.13. 
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1.15. Найдите спектр U() представ-

ленного на рис. 1.16 импульса U(t) и по-

стройте график амплитудного спектра 

 U . Как он изменится при замене 

а → а/2? 

   









 0,,

,0

atAe

t
tU

ta 


  

1.16. Найдите спектр U() представ-

ленного на рис. 1.17 импульса U(t) и по-

стройте график амплитудного спектра 

 U . Как он изменится при замене 

а → а/2? 

 
 
















t

atAe
tU

ta

,0

0,,
. 

1.17. Найдите спектр U() представ-

ленного на рис. 1.18 импульса U(t) и по-

стройте график амплитудного спектра 

 U . Как он изменится при замене 

а → а/2? 

 









0,0

0,0,

t

atAe
tU

at

. 

1.18. Найти спектр U() сигнала U(t) и построить график ампли-

тудного спектра  U , если    t
t

tU 02

2

cos
2

exp
2

1


 












 . Учесть, 

что  




 dxx2exp . Построить графики зависимостей U(t), U(ω). 

Как они изменятся при замене τ → τ/2? 

1.19. Найти спектр U() сигнала U(t) и построить график ампли-

тудного спектра этого сигнала  U , если 

x(t) 

A 

t 

0 

Рис. 1.18. 

x(t) 
A 

t 

0  

Рис. 1.17. 

x(t) 
A 

t 0  

Рис. 1.16. 
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 
 







  0,0,cos

0,0

0 attAe

t
tU at 

  

Как изменится график при увеличении a? 

1.20. Определить спектр бесконечной последовательности оди-

наковых импульсов U(t) = U0·cos(πt/τ) длительности τ с амплитудой 

U0, следующих друг за другом через промежутки времени T 

(рис. 1.19). Представить сигнал в виде разложения в ряд Фурье.  

 

Рис. 1.19. 

1.21. Определить спектр бесконечной последовательности оди-

наковых импульсов U(t) = U0·sin(πt/τ) длительности τ с амплитудой 

U0, следующих друг за другом через промежутки времени T 

(рис. 1.20). Представить сигнал в виде разложения в ряд Фурье.  

 

Рис. 1.20. 

1.22. Представить пилообразный импульс с 

амплитудой U0 (рис. 1.21) функцией U(t) и най-

ти его спектр U(). Построить график  U . 

1.23. Дан сигнал F(t). Его фурье-образ 

(спектральная плотность) есть  S
~

. Найти фу-

рье-образ  aS
~

 сигнала F(at), где a — посто-

янная.   

U(t) 

U0 

t 

0 2T T 
 

U(t) 
U0 

t 

0 2T 
–/2 T 

/2 

Рис. 1.21. 

U(t) 
U0 

t 

0  



21 
 

Глава 2. ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ  
С ПОСТОЯННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

Теория 

Основа методов анализа линейных цепей — принцип суперпо-

зиции (сумма эффектов от отдельных воздействий совпадает с 

эффектом от суммы воздействий), следовательно, сложные сигналы 

можно разложить на простые, более удобные для анализа: 

x(t) = 


0

)(
n

nn tC   —  обобщенный ряд Фурье по системе функций (t); 

n(t) — ортогональные функции; 

Cn = 
b

a

n

n

dtttf )()(
1

2



 — для действительных n (или )(* tn  — для 

комплексных n); 

a … b — область определения функции x(t). 

Например, периодическая функция x(t) с периодом T, удовлетво-

ряющая условиям Дирихле, может быть представлена рядом Фурье: 

        









01

0 cossincos
2

n

nn

n

nn tnctnbtna
a

tx  , 

        
 



2

2

2

2

sin
2

,cos
2

T

T

T

T

nn dttntx
T

bdttntx
T

a  , 

nnnnnn babac  tg,22 .   (2.1) 

Совокупность величин  nc  и  n  называется спектром ампли-

туд и фаз периодического сигнала соответственно. 

Характеристики линейных цепей 

Любые непериодические сигналы U(t) можно представить в виде 

разложения по гармоническим составляющим в виде интеграла Фурье: 
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     




 


dtiUtU exp
~

2

1
.    (2.2) 

Интеграл Фурье содержит непрерывный набор гармонических 

компонент. Комплексную функцию  U
~

 называют комплексным 

спектром сигнала U(t). 

Свойства электрической цепи по изменению формы электриче-

ских сигналов очень часто описываются разного рода характеристи-

ками, к которым относятся: передаточная (частотная) характери-

стика, являющаяся откликом цепочки на сигнал гармонической фор-

мы; переходная характеристика, являющаяся откликом цепи на еди-

ничный скачок (функция Хевисайда); импульсная характеристика, яв-

ляющая откликом цепи на -импульс. 

А) Передаточная частотная характеристика комплексного 

коэффициента передачи по напряжению  K
~

 представляет собой 

зависимость от частоты отношения комплексной амплитуды выход-

ного напряжения  out

~
U  цепи к комплексной амплитуде входного 

напряжения  in

~
U  (см. 2.2): 

 
 
 

    



 iK

U

U
K exp

~
~

~
~

in

out  ,   (2.3) 

где  K
~

 — модуль комплексного коэффициента передачи (ампли-

тудно-частотная характеристика (АЧХ) коэффициента передачи 

напряжений);    — аргумент комплексного коэффициента переда-

чи (фазо-частотная характеристика (ФЧХ) коэффициента передачи 

напряжений). Частотные характеристики линейных электрических 

цепей имеют важное значение, так как позволяют наглядно судить о 

том, колебания каких частот пропускаются цепью, а какие «подавля-

ются». АЧХ цепи показывает как соотносится амплитуда преобразо-

ванного гармонического сигнала на выходе с амплитудой  гармони-

ческого сигнала на входе, а ФЧХ — на сколько различается фаза вы-

ходного сигнала по сравнению с входным. Подчеркнем, что в опреде-

лении (2.3) речь идет об установившихся колебаниях, когда все пере-

ходные процессы в цепях завершились. 
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Пусть входной сигнал U(t) описывается спектром  in

~
U , а вы-

ходной сигнал имеет спектр       inout

~~~
UKU  , тогда выходной 

сигнал будет иметь вид: 

       




 


dtiUKtU exp
~~

2

1
inout .  (2.4, а) 

С другой стороны, если входное напряжение цепи является гар-

моническим       tiAtAtU  expRecosin  , то выходное напряже-

ние можно записать в следующем виде: 

             tKAtiAKtU cos
~

exp
~

Reout   (2.4, б) 

Интегрирующие и дифференцирующие цепи 

RC-цепи могут быть использованы для интегрирования и диф-

ференцирования разных сигналов. Найдем условие, при котором вы-

ходное напряжение в RC-цепи на рис. 2.1, a подобно производной от 

входного.  

  а    б 

Рис. 2.1. a) RC-цепь с омическим выходом; б) RC-цепь с емкостным выходом. 

В случае гармонического напряжения получим 

        tiUitiU
dt

d
 exp

~
exp

~
inin    (2.5) 

Из (2.5) следует, что выходное напряжение будет пропорцио-

нально производной от    tiU  exp
~

in  в случае, если  K
~

  i. Сле-

довательно, цепочку на рис. 2.1, a можно считать дифференцирую-

щей по отношению к гармоническому сигналу при условии 

 << 1. 

R 

C 
 in

~
U  

 out
~
U  

 I
~

 R 

C 

 in
~
U   out

~
U   I

~
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Условием точного дифференцирования произвольного входного 

напряжения является выполнение этих неравенств для всех спек-

тральных компонент этой функции. Цепочку на рис. 2.1, б называют 

интегрирующей, так как напряжение на ее выходе подобно интегралу 

от входного сигнала. В случае гармонического напряжения получим 

        tiU
i

dttiU 


 exp
~1

exp
~

inin  .   (2.6) 

Напряжение на выходе цепи будет подобно интегралу от гармо-

нического входного сигнала, если выполняется условие 

 >> 1. 

Б) Переходная характеристика цепи h(t) 

В случае передаточной характеристики сложный сигнал мы рас-

кладывали по гармоническим функциям (в форме ряда или интеграла 

Фурье). Удобно также находить отклик на воздействия в виде еди-

ничной ступеньки H(t) (функция Хевисайда). При разложении сигна-

ла по единичным ступенькам характеристикой цепи является пере-

ходная характеристика цепи h(t) — отклик цепи на сигнал в виде 

единичной ступеньки. Известно, что любую непрерывную функцию 

времени x(t) (ограниченную при t > 0) можно представить как супер-

позицию ступенчатых функций Хевисайда:  

     




t

dtHxtx  . 

Зная переходную характеристику h(t), на основании принципа 

суперпозиции можно найти отклик на произвольное воздействие x(t) 

в следующем виде (интеграл Дюамеля):  

     




t

dthxtY  .    (2.7) 

Переходные характеристики цепи вычисляются путем решения 

дифференциального уравнения цепи с правой частью в форме сту-

пеньки единичной высоты.  
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В) Импульсная характеристика g(t) 

Удобно также находить отклик на воздействия в виде дельта-

функции (t). При разложении сигнала по дельта-функциям характе-

ристикой цепи является импульсная характеристика цепи g(t) — от-

клик цепи на сигнал в виде дельта-функции. Известно, что любую 

непрерывную функцию времени x(t) (ограниченную при t > 0) можно 

представить как суперпозицию дельта-функций:  

     




t

dtxtx  . 

Зная импульсную характеристику g(t), на основании принципа 

суперпозиции можно найти отклик на произвольное воздействие x(t) 

в следующем виде(интеграл Дюамеля):  

     




t

dtgxtY  .    (2.8) 

Отклик RC- и RL-цепей на прямоугольные импульсы 

Известно, что единичный прямоугольный импульс можно пред-

ставить в виде суммы двух сдвинутых относительно друг друга сту-

пенчатых функций Хевисайда разных знаков (рис. 2.2). Тогда общий 

отклик цепи на прямоугольный импульс есть сумма откликов на каж-

дую единичную ступеньку. Стоит отметить, что при различных соот-

ношениях между длительностью прямоугольных импульсов и и по-

стоянной времени  цепочек получаются разные эпюры выходных на-

пряжений для цепей. Для RC-цепей RC , а для RL-цепей RL . 

 

Рис. 2.2. a) Единичный прямоугольный импульс длительности   ;  

б) две сдвинутые относительно друг друга ступенчатые функции  

Хевисайда разных знаков 

0 и t 

б 

0 и 

t 

а 



26 
 

Связь характеристик цепей 

Мы видим, что одна и та же цепь описывается любой из функций 

 K
~

,  tg ,  th . Очевидно, что эти функции должны быть связаны 

между собой. Действительно, между характеристиками  K
~

,  tg , 

 th  существуют следующие соотношения: 

     




 dttitgK  exp
~

,                             (2.9) 

     










2
exp

~ d
tiKtg ,   (2.10) 

 
 

 



 











 2
exp

~

lim
0

d
ti

i

K
th ,                      (2.11) 

 
 

dt

tdh
tg  .                                      (2.12) 

Проиллюстрируем применение соотношений (2.9), (2.10), (2.11), 

(2.12) для RC-цепочки, изображенной на рис. 2.1, а. Коэффициент пе-

редачи этой цепочки равен: 

 





i

i
K




1

~
,     RC .            (2.13) 

Воспользовавшись формулами (2.3), (2.4), нетрудно получить: 

 
   
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
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
























21

exp
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exp d

i

tid

i

i

i

ti
th  = 

 
 




 







2

exp d

ii

ti
 =

 
 

   



  ttH

ii

ti
i i 










  exp

2

exp
Выч2 .

 

Здесь интеграл берется с помощью вычетов. При t > 0 контур 

замыкается через верхнюю полуплоскость. Спрашивается, почему? 

Напомним, чтобы воспользоваться леммой Жордана, мы замы-

каем интервал нашего интеграла I0 (по действительной прямой) инте-
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гралами по большим полуокружностям на комплексной плоскости — 

это могут быть Iup или Idown на рис. 2.3. 

 

Рис. 2.3. 

Из этих двух надо выбрать тот, который дает исчезающе малый 

вклад, тогда интеграл по замкнутому контуру будет равен I0. Давайте 

выпишем комплексную экспоненту 

             ImReexpImReexpexp titiitti  . 

Напомним, при интегрировании по верхней или нижней плоско-

сти частота становится комплексной. Очевидно, последний (действи-

тельный) член под экспонентой должен быть отрицательным, а это 

значит, что при t > 0 должно быть Im(ω) > 0, т. е. надо замыкать по 

верхней плоскости, тогда Iup → 0. Наоборот, при t < 0 надо замыкать 

через нижнюю полуплоскость. В последнем случае (t < 0) интеграл 

равен нулю, т. к. полюсы функции лежат в верхней полуплоскости 

(рис. 2.3). 

Заметим, что формулой (2.10) формально нельзя воспользовать-

ся для нашего примера, т. к. функция  K
~

 не удовлетворяет лемме 

Жордана не стремится к нулю при  . Однако это препятствие 

можно формально обойти следующим образом: 

 




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i
K






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1
1

1

~
, 

     
 

 




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
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tH
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d
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i
tg 










 
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

exp
2

exp
1

1
1 . 

Здесь мы воспользовались формальным разложением Фурье для 

дельта-функции 

R 

C 

Uin Uout 

Idown 

Iup 

I0  
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   





2
exp

d
tit 





 . 

Этот же результат можно получить иначе, используя формулу(2.4): 

 
 

 
 

 RCt
RC

tH
t

dt

tdh
tg  exp . 

Напомним, что можно получить функции h(t) и g(t) напрямую, 

не прибегая к формулам (2.10), (2.11). Для этого надо написать ли-

нейное дифференциальное уравнение первого порядка, описывающее 

нашу цепочку, и решить его. 

Очевидно, что последний способ более громоздкий, однако фи-

зически более наглядный. Решение же с помощью вычетов более ко-

ротко и даже кажется более изящным. Однако при его использовании 

легко допустить ошибку, поэтому им стоит пользоваться, если только 

есть уверенность в достаточной математической подготовке. 

Примеры решения задач 

Пример 2.1. 

В сеть электропитания (E = 220 В, f = 50 Гц) включают лампу 

накаливания с рабочим напряжением Uл = 127 В мощностью 60 Вт. 

Для гашения избыточного напряжения последовательно с лампой в 

цепь включен конденсатор C. Каким будет падение напряжения на 

конденсаторе C? Какова должна быть его емкость? 

Решение 

Закон Ома для цепи: IZE
~~

 . 

Полный импеданс цепи: Z = R + Ci1 . 

Падение напряжения на элементах: 

ZRERIUR

~~~
 ; CZiECiIUC 

~~~
 . 

По условию, UR = RU
~

 = 60 В. С другой стороны, 
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RU
~

 = 
 211 RC

E

Z

ER


 . 

Отсюда  

RC = 

    160220

1

1
~

1

22




RUE

 = 0,28; 

C = 
2005028,6

28,0

2

28,0




fR
 = 4,310

–6
 Ф = 4,3 мкФ. 

UC = 
    039,1

220

11

~

222








RC

E

CRC

E
UC


 = 212 В. 

Заметим, что UC + UR > E(!). Напряжения на активном сопротив-

лении R и емкости C не синфазны: UR синфазно с током, а UC отстает 

по фазе от тока на 2 . 

Задачи для самостоятельного решения 

2.1. Для одной из схем, изображенных на рис. 2.4, а, б, найти 

выходное напряжение Uout(t) в реальном виде, если входное напряже-

ние Uin(t) = U0·cos(ωt). Задачу решить для одной из схем при условии: 

а) ωL = R или 5ωL = R. 

б) ωRC = 1. 

  а    б 

Рис. 2.4. 

2.2. На вход RC-цепочки с емкостью C = 1 мкФ и сопротивлени-

ем R = 10 кОм подан сигнал вида U(t) = U0·cos(ω0t), где U0 = 1 В, 

ω0 = 10
5
 рад/c. Выходное напряжение снимается с сопротивления R. 

Найдите сигнал на выходе этой цепи.  

R C 
Uin Uout R 

Uin 

Uout L 
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2.3. На вход RС-цепочки c емкостью C = 1 нФ и сопротивлением 

R = 100 кОм подан сигнал U(t) = U0·cos(ω0t), где U0 = 1 В, 

ω0 = 10
4
 рад/c. Выходное напряжение снимается с сопротивления R. 

Найдите сигнал на выходе этой цепи.  

2.4. На вход RС-цепочки с емкостью C = 1 нФ и сопротивлением 

R = 100 кОм подан сигнал U(t) = U0·cos(ω0t), где U0 = 1 В, 

ω0 = 10
4
 рад/c. Выходное напряжение снимается с емкости С. Найди-

те сигнал на выходе этой цепи.  

2.5. Для одной из схем, изображенных на рис. 2.5, а-в, найти ко-

эффициент передачи  K
~

 цепи и построить графики  K
~

 и 

  K
~

arg . Для рис. 2.5, а, б найти верхнюю/нижнюю частоту данного 

фильтра.  

а    б    в 

Рис. 2.5. 

2.6. Найти коэффициент передачи 

 K
~

 цепи на рис. 2.6 и построить графи-

ки  K
~

 и   K
~

arg . 

 

2.7. Для одной из схем, изображенных на рис. 2.7, а-и, найти ко-

эффициент передачи  K
~

 цепи и построить графики АЧХ  K
~

 и 

ФЧХ   K
~

arg . Для рис. 2.7, б, и, найти верхнюю/нижнюю частоту 

данного фильтра. Задачу решить для одной из схем при условии: 

а) L1 = L, L2 = 3L.   б) L1 = 2L, L2 = 3L.  в) С1 = 2С, С2 = 3С. 

г) R1 = 2R, R2 = 4R.  д) С1 = 9С, С2 = 3С.  е) R1 = R, R2 = 4R. 

ж) L1 = 4L, L2 = 3L.  з) C1 = C, C2 = 3C.  и) R1 = 2R, R2 = R. 

R C 
Uin Uout R 

Uin 

Uout L R 

Uin 

Uout 

L 

Рис. 2.6. 

Uin 

L 
C Uout 

3C 
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  а    б 

  в    г 

  д    е 

  ж    з 

  и 

Рис. 2.7. 

2.8. Для одной из схем, изображенных на рис. 2.8, а, б, найти ко-

эффициент передачи  K
~

 цепи и построить графики АЧХ и ФЧХ.  

Uin 
C 

Uout 

R1 

R2 

Uin 
C1 Uout 

R1 

C2 

Uin 

L2 

C Uout 
L1 

Uin 
C 

Uout 

R1 

R2 
Uin 

L 
C2 

Uout 

C1 

Uin 
C 

Uout 

R1 

R2 
Uin 

C2 
Uout 

C1 

R 

Uin 

L2 

R 
Uout 

L1 Uin 

L2 

C Uout 
L1 
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  а    б 

Рис. 2.8. 

2.9. На вход цепи Вина, изображенной на рис. 2.9, подается гар-

моническое напряжение Uin(t) = U0cos(ωt). Определить передаточную 

характеристику цепи.  

На какой частоте амплитуда выходного напряжения максималь-

на? Каков при этом сдвиг фаз между напряжением Uin и Uout? Постро-

ить графики ФЧХ и АЧХ цепи. 

2.10. Найти амплитудно-частотную характеристику  K
~

 цепи, 

представленной на рис. 2.10. 

   

Рис. 2.9.      

 Рис. 2.10. 

2.11. Для данной цепи (рис. 2.11) 

с параметрами C, R и L найдите значе-

ние круговой частоты ω, для которой 

модуль коэффициента передачи  K
~

 

достигает максимального значения.  

2.12. Какая из цепочек, представленных на рис. 2.12 а, б, и при 

каких условиях является интегрирующей, если Uin(t) = U0cos(ωt)? 

Ответ объясните.  

L 

Uin 

Uout R1 R2 

Uin 
C2 

Uout 

R1 R2 

C1 

C Uin 

Uout L 
C 

Uin 
Uout 

L 

C 
Uin 

Uout 

L 
R 

Рис. 2.11. 
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  а 

  б 

Рис. 2.12. 

2.13. Найдите, является ли данная цепочка (рис. 2.13, а-е) диф-

ференцирующей или интегрирующей? При каких условиях?  

  а   б 

  в              г 

  д    е 

Рис. 2.13. 

Uin 

L2 

R 
Uout 

L1 
R C 

Uin Uout 

Uin C2 

Uout 

R 

C1 

Uin 
L2 

R 

Uout 

L1 

Uin 
C2 

Uout R 

C1 R C1 Uin 

Uout C2 

R C 
Uin Uout R 

Uin 

Uout L 
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C 

Uin Uout 
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Uin 

Uout 
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2.14. Найдите переходную характеристику h(t) цепи и импульс-

ную характеристику g(t) для цепи на рис. 2.14, а-в, и постройте их 

графики. 

 а    б   в 

Рис. 2.14. 

2.15. Найдите переходную характеристику h(t) цепи и импульс-

ную характеристику g(t) для цепи на рис. 2.15 и постройте их графи-

ки. Считать, что L1 = L, L2 = 5L.  

 

Рис. 2.15. 

2.16. На вход одной из цепочек (рис. 2.16, а, б) подается прямо-

угольный импульс длительностью τ. Какой формы (рис. 2.17, А-Г) 

будет выходное напряжение в цепочке: 

а) рис. 2.16, а, если   R = 1 Ом,  L = 0,01 Гн,   τ = 0,001 сек?  

б) рис. 2.16, а, если   R = 1 Ом,   L = 0,01 Гн,   τ = 0,1 сек? 

в) рис. 2.16, б, если   R = 0,1 Ом,  L = 0,001 Гн,  τ = 0,001 сек? 

г) рис. 2.16, а, если   R = 1 Ом,   L = 0,01 Гн,   τ = 1 сек? 

д) рис. 2.16, б, если   R = 1 Ом,   L = 0,0001 Гн,   τ = 0,01 сек? 

Uin 

L2 

R 

Uout 

L1 

R 

C 

Uin Uout R 
Uin 

Uout L 
R C 

Uin Uout 
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 а  б 

Рис. 2.16. 

 А  Б 

 В   Г 

Рис. 2.17. 

2.17. С генератора на RC-цепочку с емкостным выходом подает-

ся последовательность прямоугольных импульсов (симметричный 

положительный меандр прямоугольной формы с равной продолжи-

тельностью полупериодов с амплитудой U = 1 В и периодом T = 2 мс). 

Найти зависимость выходного напряжения цепи от времени. Нарисо-

вать и объяснить её график. Считать, что R = 10 Ом, С = 1 мкФ.  

2.18. С генератора на RL-цепочку с индуктивным выходом пода-

ется последовательность прямоугольных импульсов (симметричный 

положительный меандр прямоугольной формы с равной продолжи-

тельностью полупериодов с амплитудой U = 1 В и периодом T = 2 мс). 

Найти зависимость выходного напряжения цепи от времени. Нарисо-

вать и объяснить её график. Считать, что R = 100 кОм, L = 0,1 Гн. 

2.19. С генератора на LR-цепочку с омическим выходом подается 

последовательность прямоугольных импульсов (симметричный по-

ложительный меандр прямоугольной формы с равной продолжитель-

Uout 

 t 

Uout 

 t 

Uout 

 

t 

Uout 

 

t 

R 
Uin 

Uout L R 

Uin 

Uout 

L 
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ностью полупериодов c амплитудой U = 2 В и периодом T = 2 мс). 

Найти зависимость выходного напряжения цепи от времени. Нарисо-

вать и объяснить её график. Считать, что R = 100 кОм, L = 1 Гн. 

2.20. С генератора на CR-цепочку с омическим выходом подает-

ся последовательность прямоугольных импульсов (симметричный 

положительный меандр прямоугольной формы с равной продолжи-

тельностью полупериодов с амплитудой U = 2 В и периодом T = 2 мс). 

Найти зависимость выходного напряжения цепи от времени. Нарисо-

вать и объяснить её график. Считать, что R = 100 кОм, С = 1 мкФ.  

2.21. На вход CR-цепи с омическим выходом подается сигнал 

U(t) = at, a > 0, t  0. Найдите зависимость выходного напряжения от 

времени для данной цепи и построить ее график. 

2.22. На вход RC-цепи с емкостным выходом подается сигнал  

U(t) = at, a > 0, t  0. Найдите зависимость выходного напряжения от 

времени для данной цепи и построить ее график.  

2.23. Найдите сдвиг фаз между напряжением на резисторе R и 

напряжением на индуктивности L для электрической цепи (рис. 2.18), 

если напряжение генератора равно Uin(t) = U0cos(ωt), а циклическая 

частота LC1 . Нарисуйте векторную диаграмму напряжений 

для данной цепи. 

 

Рис. 2.18. 

2.24.Найдите сдвиг фаз между напряжением на индуктивности L 

и напряжением генератора для электрической цепи (рис. 2.19), если 

напряжение генератора равно Uin(t) = U0cos(ωt), а циклическая часто-

та LC1 . Нарисуйте векторную диаграмму напряжений для 

данной цепи. 

2.25.Найдите сдвиг фаз между напряжением генератора и силой 

тока через индуктивность L для электрической цепи (рис. 2.20), если 

напряжение генератора равно Uin(t) = U0cos(ωt), а циклическая часто-

R C 
U(t) 

L 
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та LC1 . Нарисуйте векторную диаграмму напряжений и сил 

токов для данной цепи.  

2.26.Найдите сдвиг фаз между напряжением на резисторе R и 

силой тока через емкость С для электрической цепи (рис. 2.19), если 

напряжение генератора равно Uin(t) = U0cos(ωt), а циклическая часто-

та LC1 . Нарисуйте векторную диаграмму напряжений и сил 

токов для данной цепи. 

2.27. Найдите разность фаз между напряжением источника ЭДС 

   tEtE sin0  и выходным напряжением  tU  (рис. 2.21), если 

rL   и  rR 13  . 

          

Рис. 2.19.    Рис. 2.20.    Рис. 2.21. 

2.28. Найдите частоту генератора, при которой сдвиг фаз между 

напряжением источника ЭДС    tEtE sin0  и выходным напряже-

нием  tU  для цепи (рис. 2.22) равен 0. Учесть, что CC 21   и rR 8 . 

2.29. Найдите разность фаз между напряжением источника ЭДС 

   tEtE sin0  и выходным напряжением  tU  (рис. 2.23), если 

CLrR  1 . 

   

Рис. 2.22.       Рис. 2.23. 

E(t) 
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U(t) 

r 

R 

L 

E(t) 
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U(t) 

R 

R C 
U(t) 

L 

U(t) R 
C 

L 
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Глава 3. РЕЗОНАНСНЫЕ ЯВЛЕНИЯ  
В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ 

Теория 

Идеальные и реальные источники напряжения и тока 

Источник напряжения 

Идеальный источник напряжения представляет собой двухпо-

люсник, на зажимах которого напряжение всегда поддерживается по-

стоянным и не зависит от сопротивления подключенной к нему на-

грузки и от протекающего через него тока. Внутреннее сопротивле-

ние у идеального источника считается равным нулю. 

Рассмотрим простейшую цепь, состоящую из идеального (не об-

ладающего внутренним сопротивлением) источника переменного на-

пряжения E = E0 cos t и подключенного к нему сопротивления на-

грузки Rн (рис. 3.1, а). Найдем мощность, выделяющуюся на сопро-

тивлении Rн:  

н

2
0

2R

E
P 

. 

Из этой формулы следует, что, если устремить сопротивление 

нагрузки к нулю, то можно будет отбирать от источника бесконечно 

большую мощность: 

0нR    P . 

К этому парадоксальному выводу мы пришли, поскольку не 

учитывали внутреннее сопротивление, которым обладает любой ис-

точник. 

Схема реального источника напряжения, обладающего внутрен-

ним сопротивлением Ri, к которому подключено сопротивление на-

грузки Rн, приведена на рис. 3.1, б. 

При учете внутреннего сопротивления источника ток, проте-

кающий в цепи, равен 
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нRR

E
I

i 
 , 

а напряжение на выходных клеммах источника (между точками 1, 2 

схемы 3.1, б) 

н

н
нн

RR

ER
IRU

i 
 . 

 

Рис. 3.1. Схема идеального (а) и реального (б) источника напряжения. 

Таким образом, напряжение Uн, которое любой реальный источ-

ник отдает в нагрузку, всегда меньше его номинального напряжения 

Е. Однако напряжение на нагрузке Rн будет близко к номинальному 

(Uн ≈ Е), если Ri << Rн. В этом случае можно считать источник напря-

жения близким к идеальному и не учитывать его внутреннее сопро-

тивление. 

Источник тока 

Идеальный источник тока представляет собой двухполюсник, 

сила тока через который является постоянной и не зависит от сопро-

тивления подключенной к нему нагрузки. Внутреннее сопротивление 

источника тока считается подключенным параллельно. У идеального 

источника тока внутреннее сопротивление является бесконечно 

большим. 

Пусть теперь к сопротивлению нагрузки подключен идеальный 

источник тока, то есть такой, внутреннее сопротивление которого мы 

считаем бесконечным (рис. 3.2, а). 

Мощность, которая в этом случае выделяется на сопротивлении 

нагрузки Rн, равна: 

U0 

Rн 

U0 

Rн 

1 

2 

Rн 

U0 

1 

2 

Ri 

а б 
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2

н
2
0 RI

P  . 

Возникает иллюзия, что, если устремить сопротивление нагруз-

ки к бесконечности, то можно получить от источника бесконечно 

большую мощность:  PRн . 

К такому ошибочному выводу мы пришли, так как не учитывали 

внутреннее сопротивление источника Ri.  

 

Рис. 3.2. Схема идеального (а) и реального (б) источника тока. 

Схема реального источника тока представлена на рис. 3.2, б. 

Видно, что через сопротивление нагрузки протекает не весь ток I0, 

отдаваемый источником, а только его часть — Iн. Оставшаяся часть 

тока протекает через внутреннее сопротивление схемы Ri. Вычислим 

ток Iн, протекающий через сопротивление нагрузки Rн. Выходное на-

пряжение на клеммах 1, 2 для схемы 2, б равно: 

нн
н

н
0н RI

RR

RR
IU

i

i 


 . 

Отсюда  

iRR
II

н
0н

1

1


 . 

Таким образом, по мере увеличения сопротивления нагрузки Rн 

ток нагрузки Iн будет уменьшаться. 

Ток, протекающий через сопротивление нагрузки, приблизи-

тельно равен номинальному току источника I0, если внутреннее со-

противление источника Ri гораздо больше, чем сопротивление под-

ключенной к нему нагрузки Rн. То есть, при выполнении условия 

Rн 

I0 

1 

2 

Ri Rн 

I0 

1 

2 
а б 
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Ri >> Rн получаем Iн ≈ I0, и мы можем считать источник тока близким 

к идеальному.  

Условие согласования источника с нагрузкой 

Рассматривая схемы реальных источников напряжения и тока 

(рис. 3.1, б; 3.2, б), мы заметили, что не вся мощность, развиваемая 

источником, падает на сопротивление нагрузки. Часть вырабатывае-

мой мощности рассеивается внутри самого источника на его внут-

реннем сопротивлении. На примере источника напряжения 

(рис. 3.1, б) найдем часть мощности Pн, отдаваемой источником во 

внешнюю цепь, и постараемся определить, при каком соотношении 

сопротивления нагрузки Rн и внутреннего сопротивления Ri мощ-

ность Pн будет максимальной. 

Ток, протекающий через Rн, равен: 

н
н

RR

E
I

i 
 . 

Мощность, выделяющаяся во внешней цепи на сопротивлении 

нагрузки: 

 2н

н
2

н
2
нн

22

1

RR

RE
RIP

i 
 .    (3.1) 

Видно, что как при Rн << Ri., так и при Rн >> Ri, выходная мощ-

ность, определяемая выражением (3.1), стремится к нулю: Рн  0. 

Найдем значение Rн, при котором выходная мощность максимальна. 

Для этого продифференцируем выражение (3.1) по Rн и приравняем 

производную к нулю: 

 
0

2 2
н

н
2

н

н 





RR

RRE

dR

dP

i

i . 

Очевидно, что условием экстремума (максимума) выходной 

мощности является равенство внутреннего сопротивления и сопро-

тивления нагрузки. Зависимость выходной мощности от сопротивле-

ния нагрузки  нн RP , описываемая выражением (3.1), приведена на 
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рис. 3.3. Условие Ri = Rн  называется условием согласования источни-

ка с нагрузкой. 

Мощность, выделяющаяся при этом во внешнюю цепь, макси-

мальна и равна 

н

2

2
н

н
2

оптн
842н R

E

R

RE
P

RRi







. 

Здесь Е — амплитудное значение напряжения. 

 

Рис.3.3. Зависимость выходной мощности Pн от сопротивления нагрузки Rн. 

Отметим, что во внешнюю цепь при выполнении условия согла-

сования выделяется только половина от всей мощности, вырабаты-

ваемой источником. Вторая половина расходуется на внутреннем со-

противлении источника. 

Резонанс в последовательном и параллельном  
колебательном контуре 

Необходимым и достаточным условием существования резонан-

са в электрической цепи является наличие одновременно двух энер-

гоемких параметров — L и C. 

Колебательный контур 

Колебательным контуром называется цепь, содержащая одно-

временно два реактивных (энергоемких) элемента — катушку индук-

Rн 

Pн 

Ri 
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тивности L и конденсатор С. Любой реальный контур неизбежно об-

ладает потерями, которые можно представить в виде сопротивления 

R. При последовательном соединении этих трех элементов мы полу-

чаем последовательный колебательный контур (рис. 3.4, а), при па-

раллельном — параллельный колебательный контур (рис. 3.4, б). 

Ненулевые начальные условия вызывают в контуре собственные 

затухающие колебания. Частота собственных колебаний контура с 

потерями  близка к собственной частоте контура без потерь 

LC10  : 
22

0   , где 



1

2


L

R
 — параметр затухания, 

 — время релаксации (время, за которое амплитуда свободных коле-

баний уменьшится в е раз). 

При подключении к контуру источника переменной ЭДС или 

переменного тока в контуре возникают вынужденные колебания с 

частотой, равной частоте внешнего воздействия и собственные коле-

бания с частотой контура. После затухания собственных колебаний 

остаются только вынужденные. 

   а             б 

Рис. 3.4. Схемы последовательного (а) и параллельного (б) колебательного контура. 

Резонансом называется резкое увеличение амплитуды вынуж-

денных колебаний при приближении частоты вынуждающего воздей-

ствия к частоте собственных колебаний. 

Последовательный колебательный контур. Резонанс напряжений 

Рассмотрим цепь, состоящую из последовательного колебатель-

ного контура и подключенного к нему источника гармонического на-

пряжения (для простоты — идеального)  tiUU m exp
~
  (рис. 3.4, а). 

I(t) 
R C 

L 

U(t) 
R 

C 

L 
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Через все элементы контура протекает ток     tiII m exp
~

. За-

пишем падение напряжения на элементах контура R, L и C: 

IRUR

~~
 ;  ILiUL

~~
 ; CiIUC 

~~
 . 

Уравнение Кирхгофа для всей цепи: 

       iZIjXRICLjRIZIU exp
~~~

1
~~~~

 , 

где фаза 
R

CL 


1
arctg


  имеет смысл сдвига фаз между током и 

напряжением. 

Комплексная проводимость (величина, обратная импедансу): 

 CLiRZ
Y

 1

1
~
1~


 . 

Связь амплитудных значений тока Im и напряжения Um: 

 22 1

~

CLR

U
YUI m

mm

 
 . 

При резонансе абсолютные значения импедансов индуктивности 

и емкости равны друг другу: CL ZZ
~~

 , или  

CL  1 ,     (3.2) 

при этом мнимая часть импеданса Х обращается в 0, а импеданс име-

ет минимальное значение Zmin = R. 

Резонансная частота 0 находится из условия (3.2): 

LC10  . На этой частоте модуль проводимости Y
~

 и амплитуд-

ное значение тока в контуре Im достигают максимальных значений: 

RY 1
~

max
 , RUI mmax , 

а сдвиг фаз  между током и напряжением обращается в 0. 

Зависимость модуля импеданса от частоты представлена на 

рис. 3.5, а. Зависимости модуля проводимости Y
~

 и амплитудного 
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значения тока Im приведены на рис  3.5, б. Зависимость сдвига фаз  

от частоты изображена на рис. 3.5, в. 

 

При  < 0 импеданс Z
~

 имеет емкостной характер, а при 

 > 0 — индуктивный. 

При резонансе емкостное и индуктивное сопротивления равны 

друг другу: 

C

L

C
LZZ CL 

0
0

1~~

00 



. 

Величина  называется характеристическим сопротивлением контура. 

Рис. 3.5. Частотные зависимости модуля импеданса 

(а), модулей проводимости и амплитуды тока (б) и 

фазы (в) в последовательном колебательном контуре. 

в 

б 

а 

L 

1/C 

0 

|Z| 

R  

0 

|I|, |Y| 

 

Um/R 

R

Um

2
 

1 2 

φ 
/2 

 

-/2 

 

0  

Рис. 3.6. Векторная 

диаграмма напряже-

ний в последователь-

ном контуре. 

Imax 

 

UL = QUm 

UR = Um 

 

UC = QUm 
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Добротностью последовательного контура называется отноше-

ние характеристического сопротивления контура  к его активному 

сопротивлению R: 

RC

L

CRR

L

R
Q

11

0

0 



. 

Добротность является важным параметром, характеризующим 

качество любой колебательной системы (резонатора). В общем слу-

чае добротность вводится через отношение энергии, запасенной в 

системе Wзап, к энергии потерь Wпот, рассеиваемой этой системой за 

период колебаний Т. Использование этого общего определения при-

менительно к колебательному контуру приводит нас к выражению, 

полученному выше: 

    R

L

RI

LI

W

W
Q

T

0

0
2

2

пот

зап

22

2
22




 


 . 

Добротность является безразмерной величиной. Типичные зна-

чения добротности для колебательного контура составляют 10
2
. Для 

резонаторов с малыми потерями (например, микрорезонаторы из 

плавленого кварца) добротность может достигать значений 10
7
. 

Найдем полосу пропускания последовательного контура по 

уровню 21  от максимального значения проводимости. Запишем 

выражение для проводимости. 

  2

1

11

1

22 RRCLR
Y 





, 

Откуда  

R
C

L 



1

, 

R
LC

LC
C

L





1
, 

R







 0

0

. 
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Величина 
0

0

0

2















  называется безразмерной рас-

стройкой. Здесь 0  , а вся полоса пропускания контура со-

ставляет 2. 

2
0

2

0

1

0

0 
















R
Q , 

f

f
Q










222

00

0

2
0








. 

Последнее соотношение важно для практических применений. 

Найдем напряжения на элементах контура при резонансе. 

mR UU  , 

 2exp
~ 0

0 


 iQUU
R

L
iLIiU mmmaxL  , 

 2exp
11~

00




iQUU
CR

iI
Ci

U mmmaxC  . 

Векторная диаграмма для тока и напряжений при резонансе в 

последовательном колебательном контуре приведена на рис. 3.6. 

Видно, что напряжение на индуктивности LU
~

 опережает входное на-

пряжение по фазе на 2 , а напряжение на емкости CU
~

 отстает от 

него на 2 . По модулю эти напряжения равны между собой и пре-

восходят величину входного напряжения в Q раз. Поэтому резонанс в 

последовательном контуре носит название «резонанс напряжений». 

При этом, поскольку LU
~

 и CU
~

 действуют в противофазе, они полно-

стью компенсируют друг друга, и всё входное напряжение оказыва-

ется приложенным к сопротивлению. 
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Параллельный колебательный контур. Резонанс токов 

Параллельный контур подключают к источнику тока. Электри-

ческая схема представлена на рис. 3.4, б. Уравнение Кирхгофа для 

участка цепи между точками 1 и 2: 

ZIU
~~~

12  , 

где Z
~

 — импеданс цепи между точками 1 и 2. Вычислим его: 

RLC
LC

L

C
iCi

RLiZ

1111
~
1















. 

С использованием уже введенных ранее обозначений: 

LC10   — собственная частота и CL , для проводимости 

(обратного импеданса) получим: 

















 1

1
~
1 0

0 









R
i

RZ
Y . 

Отношение R  имеет смысл добротности параллельного кон-

тура: RQ || . 

Тогда импеданс примет вид: 



















 0

0
||1

~

iQ

R
Z . 

Модуль и фаза импеданса: 

2

0

0

2
||1

~




















Q

R
Z ;  

















 0

0
||arctg QZ .    (3.3) 
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Графики Z
~

 и Z  приведены на рис. 3.7. Видно, что при  = 0 

импеданс принимает наибольшее значение:   .
~

0 RZ   Наибольшее 

значение при резонансе принимает и напряжение на контуре: 

    RIZIUU
~~~~

0max012   . 

Определим полосу пропускания резонансной кривой, представ-

ленной на рис. 3.7, а по уровню 21  от максимального значения. То-

гда, как следует из выражения (3.3), 

10

0
|| 








Q , 

или, приводя к общему знаменателю:  

1
0

2
0

2

|| 





Q . 

Считая полосу контура достаточно узкой, получим приближенное 

выражение: 

f

f
Q







22

00
||




, или полная полоса контура 

||

02
Q


  , где  

  0 . 

Найдем токи в ветвях параллельного контура при резонансе. 

IIR

~
 , 

 2exp
~~

||00  iIQICRiCUiI mmaxC  , 

 2exp
11~

||
00




iIQU
LR

iU
Li

I mmaxmaxL  . 

Векторная диаграмма распределения токов на резонансной часто-

те изображена на рис. 3.8. Видно, что токи в реактивных ветвях контура 

превосходят входной ток в Q|| раз и находятся в противофазе. Поэтому 

резонанс в параллельном контуре называют «резонанс токов». 
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Полезные соотношения 

Логарифмический декремент затухания Td   , где Т — период 

колебаний. 

Добротность: f
Td

Q 


 , где f — частота колебаний. 

Принцип дуальности линейных параллельных и последователь-

ных электрических цепей состоит в том, что можно перейти от урав-

нения для последовательного контура к уравнению для параллельно-

го контура, выполнив одновременно замену всех переменных в соот-

ветствии с таблицей: 

Последовательный контур i(t) u(t) L C R I
~

 U
~

 Z() Y() 

Параллельный контур u(t) i(t) C L G U
~

 I
~

 Y||() Z||() 

и так далее. При этом справедливость всех полученных результатов 

сохранится. 

 

б 

а 

R 

0 

φZ 
/2 

 

-/2 

 

 

Umax = ImR 

0 

|Z|, U 

 

2

R
 

1 2 

Рис. 3.7. Частотные зависимости Z
~

 (а) и Z  (б). 

Рис. 3.8. Векторная 
диаграмма токов в па-
раллельном контуре. 

 

IC = QIm 

IR = Im 

 

IL = QIm 

 

Umax 
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Колебания в связанных колебательных контурах 

Рассмотрим два одинаковых колебательных контура, связанных 

посредством индуктивной связи, в первом из которых действует ис-

точник гармонического напряжения (рис. 3.9). Выходное напряжение 

во втором контуре будем снимать с емкости. Найдем коэффициент 

передачи системы 

 

Рис. 3.9. Схема индуктивно связанных контуров при внешнем воздействии. 

 
 

0

вых

U

U
K


  . 

Запишем уравнения Кирхгофа: 






























.0
1

,
1

12

021

MIiI
Ci

LiR

UMIiI
Ci

LiR











   (3.4) 

Выразим из второго уравнения ток I1 и подставим в первое 

уравнение: 

  
Mi

ICLiR
I



 2
1

1
 ; 

  0
22

2
1

U
Mj

I
M

C
LR 



































 . 

Выходное напряжение   2вых

1
I

Ci
U


  . 

R2 

C2 Uвых 

C1 

E 

L1 

R1 

L2 I1 I2 

M 
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Введем обозначения: LC10  ; CL ; RQ  ; безраз-

мерная расстройка 







 0

0

 ; коэффициент связи 
L

M

L

M
k 

0


. 

Тогда коэффициент передачи: 

 
   222
1

1

kQjQCR

M
K





 . 

И его модуль: 

 
   222222

2

41 



QkQ

kQ
K



 . 

Найдем экстремумы функции  K , приравнивая к нулю произ-

водную подкоренного выражения: 

  014 22222  kQQQ  .   (3.5) 

Поведение функции  K  зависит от величины коэффициента 

связи k. Возможны два случая. 

1)     При Qk 1  уравнение (3.5) имеет единственный корень 0 , 

что соответствует случаю 0  . Резонансная кривая является 

одногорбой. Такая связь называется слабой. 

2)     При сильной связи между контурами, когда Qk 1 , уравнение 

имеет три корня: 01   (точка минимума) и 22
3,2 1 Qk   

(точки максимума). Резонансная кривая является двугорбой. 

Произведение коэффициента связи на добротность контура 

kQ  называют фактором связи. Значение κ = 1 называется критиче-

ским. Ему соответствует значение коэффициента связи Qk 1кр  . При 

критической связи резонансная кривая обладает плоской вершиной и 

по форме близка к П-образной характеристике идеального полосового 

фильтра. 

Зависимость коэффициента передачи от расстройки для разных 

значений фактора связи κ приведена на рис. 3.10.  
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Рис. 3.10. Зависимость нормированного коэффициента передачи  

от величины Q для разных значений фактора связи κ. 

Полосой пропускания системы связанных контуров называют 

полосу частот, на границах которой коэффициент передачи во втором 

контуре составляет 21  от наибольшего значения. Для одиночного 

колебательного контура граничные значения расстройки Q1гр  . 

При критической связи κкр = 1, или Qk 1кр   форма резонансной 

кривой описывается выражением: 

 
 44 


Q

Q
K


 .        (3.6) 

Максимальное значение коэффициента связи достигается при 

 = 0 и κкр = 1 и составляет Kmax = Q/2. 

Определим граничную расстройку из условия   2maxгр KK  . 

Получим Q2гр  , то есть полоса пропускания связанных конту-

ров при критической связи в 2  раз больше полосы пропускания 

одиночного контура. Форма резонансной кривой характеризуется бо-

лее плоской вершиной в полосе пропускания и более крутым спадом 

в полосе подавления. 

maxKK  
1 

Q 

 = 2,4 

2,0 

1,5 

1,0 
0,5 

0,2 

21  

0 -2 2 -4 4 



54 
 

Трансформатор 

Трансформатором называется устройство, содержащее две (или 

более) сильно связанные катушки индуктивности, используемое, как 

правило, для повышения тока или напряжения в нагрузке без измене-

ния его частоты. 

Типичная схема трансформатора изображена на рис. 3.11 и от-

личается от схемы связанных колебательных контуров (рис. 3.9) от-

сутствием конденсаторов. 

 

Рис. 3.11. Схема трансформатора. 

Уравнения Кирхгофа, по аналогии с (3.4): 

 

 







.0

,

1222

02111

MIiILiR

UMIiILiR





 

Связь выходного и входного токов:  

221

2

LiR

Mi

I

I






 ; 

     02122121
2

21 MUiIRLRLiLLMRR   . 

Для передачи максимальной мощности от генератора в цепь 

вторичной обмотки потребуем выполнения условий идеальной 

трансформации:  

а) максимальное значение коэффициента связи 121  LLMk , 

откуда 21
2 LLM  ;  

б) малые активные потери, т. е. 1R  << 1L  и 2R  << 2L . При вы-

полнении этих условий 

R2 
Uвых 

E 

L1 

R1 

L2 I1 I2 

M 
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21

2

L

M

I

I
 ,   021221 MUIRLRL  . 

Основной характеристикой трансформатора является коэффици-

ент трансформации п, характеризующий способность преобразования 

токов и напряжений: 

1

2

1

2

w

w

L

L
n  , 

где 1w  и 2w  — количество витков в первичной и вторичной обмотках. 

Отношение токов в обмотках обратно пропорционально коэф-

фициенту трансформации: 

nI

I 1

1

2  . 

Отношение напряжений на обмотках трансформатора: 

n
IL

IL

U

U

U

U

L

L


11

22

1

2

1

2




. 

Из двух последних соотношений вытекает равенство 2211 IUIU 

, которое можно трактовать как равенство мощностей в первичной и 

вторичной обмотках: 21 PP  . То есть, идеальный трансформатор пе-

редает мощность из цепи первичной обмотки во вторичную с КПД 

близким к 100%. 

Примеры решения задач 

Пример 3.1. 

Для последовательного колебательно-

го контура (рис. 3.12) найти зависимости и 

построить графики  LU  и  CU . Иссле-

довать поведение этих кривых при 0 ; 

 . Найти точно значения частоты, 

при которых  LU  и  CU  достигают 

максимума (
max)( 


LUL  и 

max)( 


CUC ). 

UC() E0cost C 

R 
L UL() 

Рис. 3.12. 
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Решение: 

Ток в цепи контура:  

 CLiR

E
I

 1

~
~


 ; 

Напряжение на индуктивности:  

 CLiR

LEi
UL





1

~
~


 ;  

 22

0

1

~

CLR

LE
UL







 . 

При 0    0
~

LU ; при     0

~
EUL  .  

Найдем экстремум функции  LU
~

: 

       
   2322

222
0

1

111
~

CLR

CLCLCLRLE

d

Ud L












  = 

= 
  

   2322

22
0

1

22

CLR

CCLRLE








 =0; 

Найдём значение частоты, соответствующей экстремуму:  

 
2

1
2

2

RCL
CL


 ; 

2

0

22 2112

1

QCRLC
L








 . 

Напряжение на емкости:  

    LCCRi

E

CLiRCi

E
UC 21

~

1

~
~

 



 ; 

 
   222

0

1

~

LCCR

E
UC







 . 

При 0    0

~
EUC  ; при     0

~
CU .  

Найдем экстремум функции  CU
~

: 
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   
  







2322

222

0

1

12
~

CLR

LCLCCR
E

d

Ud C








  

 
  

0
1

22
2322

22222
0 






CLR

CLCRLCE




; 

Значение частоты, соответствующей максимуму зависимости  CU :  

2
02

2

211
2

1
Q

L

R

LC
C   . 

На рис. 3.13 приведены зависимости LU
~

, CU
~

 и RU
~

 от норми-

рованной частоты 0  для добротности контура Q = 3. 

 

Рис. 3.13.Резонанс напряжений в последовательном контуре. 

Примечание. При совсем малых значениях добротности  

( 21Q ) пропадает экстремум на графиках. Потери в цепи настоль-

ко велики, что ее уже нельзя рассматривать как резонансную. В такой 

цепи будет иметь место апериодическое затухание колебаний. 

2 

0EU  

0  1 

1 

0 2 

3 UR 

UL 

UC 

 

 

L C 
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Пример 3.2. 

Пусть контуры, изображен-

ные на рис. 3.14, а, б, имеют оди-

наковые L и C. Каково должно 

быть соотношение между r и R, 

чтобы добротности Q контуров 

были одинаковы? Для простоты 

считать Q >> 1. 

Решение: 

Для схемы Рис. 3.14, (а):  

  CUiIC 00

~~
  ;      

R

U

L
Ci

R
UI

~
11~

0
000 
























 ; 

 



R

CR
I

I
Q C  00

0
a

~

,  

где LC10   — резонансная частота, CL  — характеристиче-

ское сопротивление контура. 

Для схемы Рис. 3.14, (б): 

  CUiIC 00

~~
  ; 

 
 

Lir

rCi
U

Lir

LCrCi
U
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CiUI
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2
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0
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 
 
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б 1
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I
Q C 

 


 . 

C 
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R 

Рис. 3.14. 
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L 

б 
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По условию, Qб >> 1. Поэтому с хорошей степенью точности 

rQ б . Приравняем полученные значения добротностей: Qа = Qб. 

Получим: 
r

R 


 , или CLrR  2 . 

Пример 3.3. 

Схема RLC-цепи показана на рис. 3.15. В ка-

ждую из ветвей подключен резистивный элемент с 

сопротивлением R =  = CL . Найти зависимость 

входного импеданса Zвх от частоты. 

Решение: 

CiZ  1
~

1  ; LiZ  2

~
; 

21

21
~~

~~
~

ZZ

ZZ
Z




 , 

где 1

~
Z  и 2

~
Z  — импедансы каждой из ветвей контура. 

 































C
Li

C

L
Li

C

L

Ci
Z








1

2

1

~
вх 























C
Li

C

L

C
L

C

L
i

C

L







1
2

1

 









































C
Li

C
Li

1
2

1
2

. 

Ответ: вх

~
Z  не зависит от частоты и на любой частоте равен характе-

ристическому сопротивлению . 

Рис. 3.15. 

C 

 

L 

 
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Пример 3.4. 

Построить зависимость  K
~

 

для сложного колебательного конту-

ра, изображенного на рис. 3.16. Най-

ти резонансные частоты «параллель-

ного» и «последовательного» резо-

нансов. Параметры цепи: C1 = 2 нФ, 

С2 = 300 пФ, L = 16 мкГн, Rн = 4 кОм, 

r = 100 Ом. 

Решение: 

 
ZrrZ

Z
K







1

1~
 ; 

RCiLi
Ci

Z

1

1

11

2
1 







RLC

C
Ci

1

1 2
2
2

1 

















 ; 

 
 

2

21
2

21

2
2
2

1 1
1

1

1

1
1

1~

LC

CLCCCri

R

r

RLC

C
Cir

K

























































  

 

 
2

2
2

21
2

212
2

1
1

1~































LC

CLCCC
r

R

r

K






 .  (3.7) 

Исследуем полученное выражение. При 0  и 

срад105,15 6

21

21
2 




CLC

CC
 :   11

1

1~





R

r

Rr
K  .  

При рад/с104,141 6
21  LC :   0

~
K .  

При  :   0
~

K .  

Рис. 3.16. 
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На частоте 1 импеданс ветви цепи LC2 обращается в 0, этот 

случай соответствует резонансу напряжений, поскольку амплитуды 

напряжений на С2 и L равны по модулю, противоположны по фазе и 

превосходят входное напряжение в 3,22
1 

r

CL
Q  раза. На частоте 

2 реактивная часть импеданса бесконечно велика, при этом на нем 

падает все входное напряжение. Токи, протекающие через две реак-

тивные ветви цепи, равны по модулю и противоположны друг другу 

по фазе, причем они превосходят входной ток в 

 
124

2

121
2 




LC

CCC
RQ  раза. Этот случай соответствует резонансу 

токов. Величины Q1 и Q2 имеют смысл добротностей для резонанса 

напряжений и токов соответственно. График частотной зависимости 

модуля коэффициента передачи, описываемой выражением (3.7), 

приведен на рис. 3.17. 

 

Рис. 3.17. АЧХ сложного колебательного контура, изображенного на рис. 3.16. 

Пример 3.5. 

Возникновение незатухающих собст-

венных колебаний в электрических цепях 

возможно тогда, когда в составе цепи, по-

мимо пассивных элементов L, C, R, содер-

жатся активные элементы, передающие в 

цепь часть энергии от внешних источни-

ков. Распространенной моделью такого 

активного элемента служит резистор с от-

рицательным сопротивлением. 

, МГц 

0 
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Рис. 3.18. 
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Колебательный контур с параметрами С = 80 пФ, L = 2,5 мкГн, 

R = 12 Ом содержит резистор с отрицательным сопротивлением R–, 

включенный параллельно индуктивному элементу (рис. 3.18). Опре-

делить критическое значение R–, при котором возникает неустойчи-

вость цепи, и частоту генерируемых колебаний.  

Указание: Чему должна быть равна добротность цепи, в кото-

рой могут существовать незатухающие колебания? 

Решение: 

Запишем закон Кирхгофа для контура: 

0
1











RLi

RLi
IRI

Ci
I






. 

Из этого уравнения следует, что для того, чтобы в контуре мог 

протекать переменный ток, отличный от нуля, необходимо, чтобы 

полный импеданс контура равнялся бы нулю, т. е.: 

0
1











RLi

RLi
R

Ci 




, или 

   01   RLiLiRCiR  . 

Выделяем действительную и мнимую часть:  

  0
















 


C

R
RRLiRR

C

L


  

и приравниваем их нулю по отдельности: 

0 RR
C

L
; 

  0 


C

R
RRL


 . 

Из первого равенства находим искомое отрицательное сопро-

тивление:  RCLR   и подставляем во второе равенство для на-

хождения частоты генерации: 
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0
2











RC

L

RC

L
RL


 . 

Отсюда находим: 

 
2

2
0

22

2

1
11

11

QL

CR
LC

RCLC 
























 , 

где LC10  , RCLQ   — резонансная частота и добротность 

последовательного колебательного контура до подключения к нему 

отрицательного сопротивления R . 

Ответ: генерация наступит при  RCLR  ; частота колеба-

ний будет равна 
2

0

11 Q



 . 

Пример 3.6.  

Резонансные свойства контура часто используют для создания 

различных фильтрующих устройств. Цепь, представленную на 

рис. 3.19, а, называют фильтр-пробка. Для схемы рис. 3.19, а найти 

зависимость модуля коэффициента передачи от частоты и предста-

вить её графически. 

  а           б 

Рис. 3.19. 
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Решение:  

Пусть R << Ri << . 

 
 
 CLiRR

CLiR
K

i 




1

1~




 ;      

 

   22

22

1

1~

CLRR

CLR
K

i 







 . 

При  = 0    
RR

R
K

i 


~
 << 1 для Ri >> R.  

При   0 и   , или ||        1
~

K . 

Зависимость  K
~

 представлена на рис. 3.19, б. 

Задачи для самостоятельного решения 

3.1. Найти напряжения на емкости С и индуктивности L 

последовательного колебательного контура (рис. 3.20, а), если 

напряжение генератора равно    tUtU sin0in  , круговая частота 

LC10  , а добротность контура равна Q.  

3.2. Найти амплитуду общего напряжения на резисторе R и 

индуктивности L последовательного колебательного контура 

(рис. 3.20, б), если напряжение генератора равно 

     tUtU cos0in , а круговая частота LR3 , CL .  

 а    б   в 

Рис. 3.20. 
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3.3. На какой частоте амплитуды напряжений на емкости и 

индуктивности в последовательном колебательном контуре 

(рис.3.20, а) равны и в Q (добротность контура) раз больше 

амплитуды напряжения генератора    tUtU cos0in  ?  

3.4. Найти напряжение на емкости C последовательного 

колебательного контура (рис. 3.20, а), если напряжение генератора 

равно      tUtU sin0in , частота LC1 , а добротность 

контура равна Q.  

3.5. Найти амплитуду общего напряжения на резисторе R и 

емкости С последовательного колебательного контура (рис. 3.20, в), 

если напряжение генератора равно      tUtU cos0in , частота 

LC1 , а добротность контура равна Q.  

3.6. К параллельному колебательному 

контуру с емкостью С, индуктивностью L и 

сопротивлением R (рис. 3.21) подключен источник 

синусоидального переменного тока    tItI sin0

. Найдите сдвиг фаз между током, протекающим 

через емкость, и напряжением на сопротивлении.  

3.7. Параллельный колебательный контур с емкостью С, 

индуктивностью L и сопротивлением R (рис. 3.21) подключен к 

источнику переменного тока    tItI cos0 . Найдите сдвиг фаз 

между током, протекающим через индуктивность, и напряжением на 

сопротивлении.  

3.8. В параллельный колебательный контур с емкостью С, 

индуктивностью L и сопротивлением R (рис. 3.21) включен источник 

переменного тока    tItI sin0 . Найдите сдвиг фаз между током, 

протекающим через сопротивление, и напряжением на 

сопротивлении. 

Рис. 3.21. 

I 

R C 

L 
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3.9. Найти ток через индуктивность L параллельного 

колебательного контура (рис. 3.21), если общий ток источника 

   tItI sin0 , частота LC1 , и добротность контура равна Q. 

3.10. Найти ток через через емкость C параллельного 

колебательного контура (рис. 3.21), если общий ток источника 

     tItI cos0 , частота LC1  и добротность контура равна Q. 

3.11. Найти ток через сопротивление R параллельного 

колебательного контура (рис. 3.21), если общий ток источника 

     tItI sin0 , частота LC1  и добротность контура равна Q. 

3.12. В последовательном колебательном контуре (рис. 3.20, а) с 

параметрами R, L и C происходят вынужденные гармонические 

колебания. При частотах вынуждающей ЭДС 1
1 c300   и 

1
2 c600   амплитуда силы тока равна половине своего 

максимального значения. Определить частоту 0  собственных 

гармонических колебаний контура.  

3.13. В последовательный колебательный контур (рис. 3.20, а) с 

индуктивностью L, емкостью С и омическим сопротивлением R 

последовательно включили источник синусоидальной ЭДС с 

амплитудой Е0. Затем, меняя частоту этой ЭДС, добились того, что 

амплитуда тока стала максимальной. Найдите эту частоту.  

3.14. В последовательный колебательный контур с емкостью С и 

индуктивностью L (рис. 3.22) включен источник переменной ЭДС 

     tEtU cos0in . Зная, что ЭДС имеет амплитуду E0 и круговую 

частоту, удовлетворяющую условию 12 2 LC , найти амплитуду 

напряжения на емкости. Омическое сопротивление контура считать 

равным нулю. 

3.15. В последовательный 

колебательный контур с емкостью С и 

индуктивностью L (рис. 3.22) включен 

источник переменной ЭДС    tEtU sin0in  . 

Зная, что ЭДС имеет амплитуду E0 и 

C 
Uin 

Uout 

L 

Рис. 3.22. 
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круговую частоту, удовлетворяющую условию 12 2 LC , найти 

амплитуду тока в контуре. Омическое сопротивление контура считать 

равным нулю. Учесть, что CL . 

3.16. В последовательный 

колебательный контур с емкостью С и 

индуктивностью L (рис. 3.23) включен 

источник переменной ЭДС    tEtU cos0in  . 

Зная, что ЭДС имеет амплитуду E0 и 

круговую частоту, удовлетворяющую 

условию 12 2 LC , найти амплитуду 

напряжения на индуктивности. Омическое 

сопротивление контура считать равным нулю. 

3.17. В последовательный колебательный контур с емкостью С и 

индуктивностью L (рис. 3.23) включен источник переменной ЭДС 

   tUtU cos0in  . Зная, что ЭДС имеет амплитуду U0 и круговую 

частоту, удовлетворяющую условию 14 2 LC , найти амплитуду 

напряжения на индуктивности. Омическое сопротивление контура 

считать равным нулю. 

3.18. В последовательный колебательный контур с емкостью С, 

индуктивностью L и сопротивлением R (рис. 3.20, а) включен 

источник переменного синусоидального напряжения 

   tUtU sin0in  . Найдите сдвиг фаз между током, протекающим в 

колебательном контуре, и напряжением источника  tUin . 

3.19. Найти зависимость фазы вынужденных колебаний 

напряжения на емкости C от частоты ω генератора гармонического 

напряжения  tUin  для последовательного колебательного контура 

(рис. 3.20, а), если собственная частота контура LC1 , а 

добротность контура равна Q. Постройте график данной зависимости.  

3.20. Найти зависимость фазы вынужденных колебаний 

напряжения на сопротивлении R от частоты ω генератора 

C Uin 

Uout L 

Рис. 3.23. 
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гармонического напряжения  tUin  последовательного колебательного 

контура (рис. 3.20, а), если собственная частота контура LC1 , а 

добротность контура равна Q. Постройте график данной зависимости.  

3.21. В последовательный колебательный контур с емкостью С, 

индуктивностью L и сопротивлением R (рис. 3.20, а) включен 

источник переменной ЭДС. Зная, что ЭДС имеет амплитуду E и 

круговую частоту ω, найдите амплитуду тока в контуре. Постройте 

график зависимости амплитуды тока в контуре от частоты ω. 

3.22. В последовательный колебательный контур с емкостью С, 

индуктивностью L и сопротивлением R (рис. 3.20, а) включен 

источник переменной ЭДС. Зная, что ЭДС имеет амплитуду E и 

круговую частоту ω, найдите амплитуду напряжения на 

индуктивности в контуре. Постройте график зависимости амплитуды 

напряжения на индуктивности в контуре от частоты ω. 

3.23. В последовательный колебательный контур с емкостью С, 

индуктивностью L и сопротивлением R (рис. 3.20, а) включен 

источник переменной ЭДС. Зная, что ЭДС имеет амплитуду E и 

круговую частоту ω, найдите амплитуду напряжения на 

сопротивлении в контуре. Постройте график зависимости амплитуды 

напряжения на сопротивлении в контуре от частоты ω. 

3.24. Резонансная частота последовательного колебательного 

контура (рис. 3.20, а) МГц10 f , активное сопротивление 

Ом28,6R , добротность контура 100Q . Найти емкость C и ин-

дуктивность L контура. 

3.25. Последовательный колебательный контур (рис. 3.20, а) 

возбуждается источником гармонической ЭДС. Резонансная частота 

контура МГц6р f , добротность 30Q . Найдите значение частоты 

источника, при которой ток в контуре опережает приложенное на-

пряжение на угол 30º. 
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3.26. Даны два одинаковых колебательных контура, индуктивно 

связанных друг с другом (рис. 3.24) с коэффициентом взаимоиндук-

ции M. На входе первого контура действует напряжение 

   tUtU cos0in  . Найти коэффициент передачи, если напряжение 

снимается с конденсатора второго контура при LC10  . Най-

ти, при каком оптимальном коэффициенте связи амплитудный коэф-

фициент передачи максимален. Считать, что активные сопротивления 

контуров малы: r << CL . 

 

Рис. 3.24. 

3.27. Трансформатор состоит из сопротивления R1 и катушки L1 

в первичной цепи и сопротивления R2 и катушки индуктивности L2 во 

вторичной цепи (рис. 3.11). На его вход подается переменное 

гармоническое напряжение амплитуды U0 и частоты ω. 

Сформулировать условия штатной работы трансформатора и, считая 

их выполненными, найти среднюю мощность, выделяющуюся на 

сопротивлении R2. 

3.28. Трансформатор состоит из сопротивления R1 и катушки L1 

в первичной цепи и сопротивления R2 и катушки индуктивности L2 во 

вторичной цепи (рис. 3.11). На его вход подается переменное 

гармоническое напряжение амплитуды U0 и частоты ω. 

Сформулировать условия штатной работы трансформатора и, считая 

их выполненными, найти среднюю мощность, выделяющуюся на 

сопротивлении R1. 

  

r 

C Uвых 

C 

Uin 

L 

r 

L 

M 
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Глава 4. РАСПРЕДЕЛЕННЫЕ СИСТЕМЫ. 
ДЛИННЫЕ ЛИНИИ 

Теория  

Одной из главных задач радиофизики является передача сигна-

лов. Если передача осуществляется на большое расстояние, то конеч-

ность скорости с распространения электромагнитных волн приводит к 

появлению существенного запаздывания по фазе электрических коле-

баний в точках системы, отстоящих друг от друга на расстояние, 

сравнимое с длиной волны . 

Условие квазистационарности 

Если размер системы  

l << ,       (4.1) 

то время распространения сигнала в системе  

cl  << T,       (4.2) 

где Т — период колебаний тока или напряжения. В этом случае мгно-

венные значения тока во всех точках системы будут практически оди-

наковыми, то есть ток будет квазистационарным.  

Системы, для которых выполнены условия квазистационарно-

сти (4.1), (4.2), называются сосредоточенными. Для анализа сосредо-

точенных цепей можно использовать законы Ома и Кирхгофа. При-

мер сосредоточенной системы — колебательный контур. 

Если характерный размер системы сравним с длиной волны 

(l  ) или больше длины волны (l > ), то запаздыванием сигнала при 

его распространении пренебрегать нельзя. Такие системы называются 

распределенными, и токи и напряжения в них являются функциями не 

только времени, но и координат, и описываются волновыми уравне-

ниями. Применять законы Ома и Кирхгофа для распределенных сис-

тем нельзя. 

Простейший случай распределенных систем — одномерные сис-

темы, то есть такие, длина которых l больше или порядка , а попе-

речный размер системы d << . Примерами одномерных систем явля-
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ются двухпроводные линии, коаксиальные кабели, оптоволокно. Рас-

смотрим свойства одномерных распределенных систем на примере 

двухпроводной линии. 

Длинные линии 

Длинная линия представляет собой два параллельных друг другу 

провода, расстояние d между которыми мало по сравнению с длиной 

волны (d << .) (так называемое условие поперечной квазистационар-

ности), а длина линии l сравнима с длиной волны (l  ) или больше 

её (l > , d << .). 

Проверим выполнение условия квазистационарности на примерах. 

Пример 1. Шнур для настольной лампы: l = 5 м, d = 3 мм, f = 50 Гц.  

км6000
Гц50

м/с103 8





f

c
 . l >>  — систему можно считать со-

средоточенной. 

Пример 2. ЛЭП Волгоград – Москва: l = 1000 км, d = 3 м, f = 50 Гц.  

6

1

км6000

км1000




l
. l   — система распределенная. 

Пример 3. Телефонные линии в Москве: l = 50 км, fв = 3 кГц.  

км100
Гц103

м/с103
3

8







f

c
 ;  

2

1

км100

км50




l
. l   —  

система распределенная. 

Пример 4. Коаксиальный кабель: l = 2 м, f1 = 1 МГц f2 = 100 МГц. 

м300
Гц10

м/с103
6

8

1
1 




f

c
 , l >>  — система сосредоточенная. 

м3
Гц10

м/с103
8

8

2
2 




f

c
 ,  l   — система распределенная. 
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Для описания свойств длинной линии вводят погонные (удельные) 

параметры: 

погонная емкость    С [Ф/м]; 

погонная индуктивность   L [Гн/м]; 

погонное сопротивление   R [Ом/м]; 

погонная проводимость (утечка)  G [1/Омм]; 

Телеграфные уравнения линии  

Фрагмент длинной линии изображен на рис. 4.1, а, его эквива-

лентная схема с учетом потерь — на рис. 4.1, б, в, без учета потерь — 

на рис. 4.1, г. 

 

а        б 

 

в        г 

Рис. 4.1. а) Токи и напряжения во фрагменте длинной двухпроводной линии 

длиной dx.   б) Эквивалентная схема фрагмента длинной двухпроводной линии 

длиной dx с учетом потерь.   в) Комплексные погонные продольное сопротивле-

ние Z0 и поперечная проводимость Y0.   г) Эквивалентная схема фрагмента длин-

ной двухпроводной линии длиной dx без потерь. 

Y0dx 

Z0dx 

x x + x 

x + x 

 

Ldx 

Cdx 

Ldx 

Cdx 

Ldx 

Cdx 

x 

 

U(x + x) 

 

I(x) 

 
I(x + x) 

 

U(x) 

x 

 

x + x 

 

U(x + x) 

 

I(x) 

 

I(x + x) 

 

U(x) 

Y0dx 
Z0dx 

Gdx 
Ldx Rdx Cdx 

x x + x 
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 Величина LjRZ 0  в схеме рис. 4.1, в называется комплекс-

ным продольным погонным сопротивлением, величина GCjY  0  

— комплексная поперечная погонная проводимость. 

Запишем уравнения Кирхгофа для фрагмента линии длиной dx, 

изображенного на рис. 4.1, б: 

 
     

 
t

txU
dxCtxUdxGdx

x

txI








 ,
,

,
,   (4.3, а) 

 
     

 
t

txI
dxLtxIdxrdx

x

txU








 ,
,

,
.   (4.3, б) 

Для линии без потерь (рис. 4.1, г) из уравнений (4.3) получим: 

   
t

txU
C

x

txI








 ,,
,    (4.4, а) 

   
t

txI
L

x

txU








 ,,
.    (4.4, б) 

Соотношения (4.4) называются телеграфными уравнениями линии 

без потерь. 

Продифференцируем уравнение (4.4, а) по времени, уравнение 

(4.4, б) — по координате, и исключим из них смешанную производ-

ную 
 

tx

txI



 ,2

. Получим: 

   
2

2

2

2 ,,

t

txU
LC

x

txU









.    (4.5) 

Аналогично, дифференцируя (4.4, а) по координате, уравнение 

(4.4, б) — по времени, и исключая производную 
 

tx

txU



 ,2

, получим 

уравнение для тока: 

   
2

2

2

2 ,,

t

txI
LC

x

txI









.    (4.6) 

Уравнения (4.5) и (4.6) представляют собой волновые уравнения для 

линии без потерь. Решения волнового уравнения записываются в виде  
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


















v

x
tF

v

x
tFtxU 21),( ,    (4.7) 

где F1 и F2 — произвольные функции, LCv 1  — скорость распро-

странения волн. Здесь и далее индекс 1 соответствует прямой, или 

падающей волне. Будем условно считать, что прямая вона распро-

страняется слева направо. Индекс 2 соответствует обратной, или от-

раженной волне, распространяющейся справа налево. 

Будем рассматривать распространение гармонических волн. На-

пряжение и токи запишем в комплексном виде. Тогда решение вол-

новых уравнений имеет вид: 

   kxtiUkxtiUtxU   expexp),( 21 ,  (4.8, а) 

   kxtiIkxtiItxI   expexp),( 21 ,   (4.8, б) 

где T 2  — частота волны, Т — период, LCvk   2  — 

волновое число,  — длина волны.  

В реальных линиях скорость распространения зависит от часто-

ты:  vv  , то есть существует дисперсия. Это приводит к искаже-

нию формы (расплыванию) распространяющихся импульсов. 

Волновое сопротивление линии (характеристический импеданс) 

IU  — отношение амплитуд волны напряжения и волны тока для 

волны, бегущей в одном направлении. Подставляя ),( txU  и ),( txI  в 

телеграфные уравнения, найдем 

C

L

I

U

I

U


2

2

1

1 .     (4.9) 

Линия, нагруженная на конце  

Коэффициентом отражения по напряжению KU (по току KI) на-

зывается отношение амплитуды отраженной (обратной) волны на-

пряжения (тока) к амплитуде падающей волны напряжения (тока).  

 
 lU

lU
KU

1

2 ,  
 
 lI

lI
K I

1

2 .   (4.10) 
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Пусть в длинной линии, нагруженной на конце импедансом 

 нZ  (рис. 4.2), распространяется монохроматическая волна. Найдем 

коэффициенты отражения по напряжению и по току. 

 

Рис. 4.2. Схема длинной линии, нагруженной на конце. 
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




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н
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Z
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KI .    (4.11) 

Важные частные случаи 

1. нZ . Это — условие согласования линии с нагрузкой. Из (4.11) 

следует, что 0UK , 0IK . В линии существуют только волны, 

бегущие от источника в направлении к нагрузке. Падающая 

волна полностью поглощается нагрузкой. Распределения ампли-

туды напряжения и тока остаются постоянными в любом сече-

нии линии:     xUxI 11  . В этом режиме осуществляется пе-

редача максимальной мощности от источника сигнала к потре-

бителю. 

2.  0н Z . Линия закорочена. 1UK , 1IK . Волна напряжения 

отражается полностью, но с противоположным знаком. Волна 

тока не меняет знак (рис. 4.3). Амплитуда напряжения на конце 

линии равна нулю:   0lU . Амплитуда тока удваивается: 

   lIlI 12 . В результате интерференции падающей и отражен-

ной волны в линии образуются стоячие волны, причем для вол-

U(t) 

0 l 

 

Zн 

x 
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ны напряжения на правом конце будет узел, для волны тока — 

пучность. 

а             б 

Рис. 4.3. Отражение импульса напряжения (а)  

и тока (б) от закороченного конца линии. 

3. нZ . Линия разомкнута. 1UK , 1IK . Волна напряжения 

отражается полностью с тем же знаком:    lUlU 12  . Амплиту-

да напряжения на конце линии удваивается:    lUlU 12 . Волна 

тока отражается с противоположным знаком (рис. 4.4). Ампли-

туда тока на конце линии равна нулю:   0lI . Тоже образуются 

стоячие волны, но на правом конце узел будет для тока, пуч-

ность — для напряжения. 

а             б 

Рис. 4.4 Отражение импульса напряжения (а) и  

тока (б) от разомкнутого конца линии. 

Входное сопротивление отрезка линии 

Входным сопротивлением называется отношение амплитуды 

напряжения к амплитуде тока на входе линии (рис. 4.5).  
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Рис. 4.5. К понятию входного сопротивления. 

В линии без потерь длиной l прямая волна от начала линии до-

ходит до конца, отражается и возвращается к началу, приобретая за-

паздывание по фазе kl2 . То есть,  

     iklUKU U 2exp00 12  . 

Входное сопротивление: 
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1

2
1 .  (4.12) 

Важные частные случаи 

1. 0UK . Согласованное включение ( нZ ). Из (4.12) получаем 

вхZ . 

2. 1UK . Разомкнутая линия (режим «холостого хода» (ХХ), 

нZ ). Из (4.12) следует: iZ вх ctg kl  (рис. 4.6, а). Если ра-

зомкнутый отрезок линии имеет длину 
42




n
l , то ctg  0kl , 

0вх Z , и поведение такого отрезка подобно поведению после-

довательного LC-контура. Если длина разомкнутого отрезка 

2nl  , то ctg  kl , вхZ , и мы получаем аналог парал-

лельного LC-контура. 

3. 1UK . Линия, закороченная на конце (режим «короткого за-

мыкания» (КЗ), 0н Z ). iZ вх tg kl  (рис. 4.6, б). Коротко-

замкнутый отрезок длиной 
42




n
l  имеет вхZ  и подобен 

параллельному LC-контуру. При 2nl   входное сопротивле-

U(0) 

0 l 

 

Zн 

x 

I(0) 
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ние 0вх Z , как у последовательного LC-контура. Однако, в от-

личие от сосредоточенного LC-контура, любая длинная линия 

имеет бесконечный ряд резонансных частот. Отметим также, что 

в случаях 2 и 3 входное сопротивление имеет реактивный харак-

тер (подобно конденсатору или катушке индуктивности). 

    

а        б 

Рис. 4.6. Зависимость входного сопротивления от длины: 

а — линия, разомкнутая на конце; б — короткозамкнутая линия. 

4. nkl  . Длина линии равна целому числу длин полуволн  

( 2nl  , n = 0, 1, 2, …). Из (4.12) имеем: 
 

U

U

K

K
Z






1

1
вх


. Под-

ставляя UK  из (4.11), получим: нвх ZZ   и не зависит от . 

5. 
2


  nkl . Длина линии 

42




n
l . Используем соотношения 

(4.11) и (4.12): 
 

нU

U
вх

ZK

K
Z

2

1

1 





 . Четвертьволновый отрезок 

линии может быть использован как трансформатор сопротивле-

ний для согласования двух различных линий с волновыми со-

противлениями 1 и 2 (при этом волновое сопротивление отрез-

ка должно быть равно 21  ) и для согласования линии с 

волновым сопротивлением 1 и нагрузки R (в этом случае берут 

волновое сопротивление отрезка R1  ).  


вкэ

1

Ci
 

2

5
 

2

3
 

2


 

kl  2 

Im(Zвх) 

iLэкв 

2


 

2 

Im(Zвх) 
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Поток энергии в линии 

Потоком энергии называется величина 

         2121,,, UUIItxUtxItxP  

     12212211 UUUUUIUI   

   
   txPtxP

txUtxU
,,

,,
21

2
2

2
1 





, 

где      txUtxItxP ,,, 111   и      txUtxItxP ,,, 222   — потоки энергии 

соответственно в прямой и обратной волнах. 

Для гармонической волны ток и напряжение определяются со-

отношениями (4.8, а, б) 

       kxtUkxtItxP coscos, 001  

    





  sin2sin

2

1
coscos2

00 kxtkxtUI , 

где II
~

0   — амплитуда тока, UU
~

0   — амплитуда напряжения. 

Эффективный поток энергии (средний за период) в бегущей волне: 

  


 cos
2

~

cos
2

1
,

2

001

dU
UItxP  . 

Здесь  ~arg  — сдвиг фаз между током и напряжением в бегущей 

волне, 00
~ YZ  — комплексное волновое сопротивление. 

Коэффициент отражения потока энергии 

22

1

2
IUP KK

P

P
K  . 

Мощность, поглощаемая нагрузкой: 21 PPPz   
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Примеры решения задач 

Пример 4.1 

Коаксиальный кабель заполнен диэлектриком с  = 2,25. Опре-

делить: 

1) Какой длины следует взять отрезок этого кабеля, закорочен-

ный на концах, чтобы его основная резонансная частота составила бы 

10
8
 Гц?  

2) Изменится ли данная резонансная частота, если отрезок раз-

резать посередине на 2 равные части? 

3) Какими будут частоты 2-го, 3-го и т.д. тонов первоначально 

неразрезанного отрезка и его половины?  

Во всех случаях изобразить графически пространственное рас-

пределение напряжения и тока на резонансных частотах. 

Решение: 

1) На основной резонансной частоте на длине неразрезанного 

отрезка кабеля с закороченными концами укладывается /2 

(рис. 4.7, а). Длину кабеля находим из соотношения 

м1105,1210322 88
1  fcl  . 

где f1 — частота основного тона, известная из условия. 

2) После разрезании отрезка частота не изменится, так мы полу-

чаем два куска кабеля длиной l/2, у каждого из которых один конец 

замкнут, второй разомкнут. На каждом таком отрезке укладывается 

/4 (рис. 4.7, б). 
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             а 

         б 

Рис. 4.7. а — Распределение по координате напряжения и тока в куске линии, 

закороченном на концах; б — то же после его разрезания пополам. 

3) На 2, 3 и т.д. тоне на длине неразрезанного кабеля укладыва-

ется , 3/2, 2 и т.д. (рис. 4.8). В общем случае 2nnl  , откуда 

1nffn  , то есть f1 = 10
8
 Гц,  f2 = 210

8
 Гц,  f3 = 310

8
 Гц. После разреза-

ния отрезка получаем два куска кабеля длиной l/2, у каждого из кото-

рых один конец замкнут, второй разомкнут. Граничным условиям 

удовлетворят не все частоты из ряда fn, а только нечётные, то есть 

  112 fkfk  , ,3,2,1k  . 

       f1 = 10
8
 Гц 

      f2 = 210
8
 Гц 

      f3 = 310
8
 Гц 

Рис. 4.8. Распределение напряжения и тока по длине в короткозамкнутом на 

концах отрезке линии на 1, 2 и 3 резонансных модах. 
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Пример 4.2. 

Резонатор образован отрезком коаксиального кабеля, один ко-

нец которого замкнут, а другой подключен к конденсатору с емко-

стью С =20 пФ. Длина отрезка кабеля l = 16 см, его волновое сопро-

тивление  = 53 Ом. Найти диэлектрическую проницаемость  веще-

ства, заполняющего коаксиальный кабель, если самая низкая из резо-

нансных частот системы равна 150 МГц. 

Решение: 

Входное сопротивление отрезка линии со стороны конденсатора: 











Cfc

lf
lZ

0

0
вх

2

12
tg

2
tg 

















 , 

1
102053105,128,6

1

2

12
tg

28
0

0 














Cfc

lf
, 

4

2 0 


c

lf
,  6,1

16,0105,18

103

8 8

8

0







lf

c
 , 

  6,26,1
2
 . 

Задачи для самостоятельного решения 

4.1. Найдите мощность Wr потока энергии гармонической волны 

отраженной от конца длинной линии, нагруженной на последова-

тельно соединенные конденсатор и сопротивление (рис 4.9), если 

R =  = 1/ωC, где ω — частота волны, а мощность падающей волны 

равна W.  

4.2 Гармоническая волна напряжения U и частоты ω: 

U(x, t) = U0cos(ω(t  x/c)) отражается от конца длинной линии с вол-

новым сопротивлением , нагруженной на последовательно соеди-
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ненные емкость С и сопротивление R (рис. 4.9). Найти амплитуду на-

пряжения на емкости UС, если R = 6 и 1/ωC = . 

4.3. Гармоническая волна напряжения U и частоты ω: 

U(x, t) = U0cos(ω(t  x/c)) отражается от конца длинной линии с вол-

новым сопротивлением ρ, нагруженной на параллельно соединенные 

емкость С и сопротивление R (рис. 4.10). Найти 

а) амплитуду напряжения на емкости UС, если R = 3 и 1/ωC = .  

б) амплитуду тока через сопротивление IR, если R = 3 и 1/ωC = . 

в) амплитуду тока через емкость IC, если R = 4 и 1/ωC = ρ. 

      

Рис. 4.9.       Рис. 4.10. 

4.4. Гармоническая волна напряжения U и частоты ω 

U(x, t) = U0cos(ω(t  x/c)) отражается от конца длинной линии с вол-

новым сопротивлением , нагруженной на параллельно соединенные 

индуктивность L и сопротивление R (рис. 4.11). Найти  

а) амплитуду тока через сопротивление IR, если R = 3 и ωL = .  

б) амплитуду напряжения на индуктивности UL, если R = 3 и ωL = . 

в) амплитуду тока через индуктивность IL, если R = 3 и ωL = . 

4.5. Гармоническая волна напряжения U и частоты ω: 

U(x, t) = U0cos(ω(t  x/c)) отражается от конца длинной линии с вол-

новым сопротивлением , нагруженной на последовательно соеди-

ненные индуктивность L и сопротивление R (рис. 4.12). Найти  

а) амплитуду напряжения на сопротивлении UR, если R = 3 и ωL = . 

U(t) C 
 

R 
U(t) 

C 

 

R 
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б) амплитуду напряжения на индуктивности UL, если R = 4 и ωL = . 

 

Рис. 4.11.      Рис. 4.12. 

4.6. Длинная линия имеет погонные индуктивность L0 и емкость 

С0. Потерями в линии пренебречь. Частота переменного тока f. Опре-

делите модуль входного сопротивления отрезка этой линии длиной в 

1/8 длины волны при  

а) холостом ходе (разомкнутый на конце отрезок длинной линии). 

б) коротком замыкании (короткозамкнутый отрезок длинной линии). 

4.7. Длинная линия имеет погонные индуктивность L0 и емкость 

С0. Потерями в линии пренебречь. Частота переменного тока f. 

Определите модуль входного сопротивления отрезка этой линии 

длиной в 5/8 длины волны, если на конце линия замкнута на 

сопротивление, численно равное ее волновому сопротивлению.  

4.8. Длинная линия имеет погонные индуктивность L0 и емкость 

С0. Потерями в линии пренебречь. Частота переменного тока f. Опре-

делите модуль входного сопротивления отрезка этой линии длиной в 

3/8 длины волны при 

а) холостом ходе (разомкнутый на конце отрезок длинной линии). 

б) коротком замыкании (короткозамкнутый отрезок длинной линии). 

4.9. Длинная линия имеет погонные индуктивность L0 и емкость 

С0. Потерями в линии пренебречь. Частота переменного тока f. Опре-

U(t) 

L 

 

R U(t) 

L 

 

R 
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делите модуль входного сопротивления отрезка этой линии длиной в 

1/4 длины волны при  

а) холостом ходе (разомкнутый на конце отрезок длинной линии). 

б) коротком замыкании (короткозамкнутый отрезок длинной линии). 

4.10. Длинная линия имеет погонные индуктивность L0 и 

емкость С0. Потерями в линии пренебречь. Частота переменного тока 

f. Определите модуль входного сопротивления отрезка этой линии 

длиной в 1/2 длины волны при  

а) коротком замыкании (короткозамкнутый отрезок длинной линии). 

б) холостом ходе (разомкнутый на конце отрезок длинной линии). 

4.11. Длинная линия длиной в 1/4 длины волны замкнута на импе-

данс равный Z = 400 Ом. имеет волновое сопротивление равное . 

Входное сопротивление отрезка этой линии равно Zвх = 100 Ом. Час-

тота переменного тока f = 10
8
 Гц. Потерями в линии пренебречь. Опре-

делите волновое сопротивление длинной линии.  

4.12. Длинная линия с волновым сопротивлением, равным , 

замкнута на импеданс Z. Частота переменного тока равна f. Потерями 

в линии пренебречь. Определите модуль входного сопротивления от-

резка этой линии длиной в 1/2 длины волны.  

4.13. Две длинные линии имеют волновые сопротивления 

равные соответственно 1 и  (рис. 4.13). Омическими потерями в 

линиях пренебречь. Частота переменного тока равна f = 30 МГц. 

Какое волновое сопротивление  должен иметь отрезок длинной 

линии длиной   412  nl , где  — длина волны в линии, n —

целое число, для согласования линии с волновым сопротивлением 

1 = 400 Ом с нагрузкой R = 10 кОм?  

4.14. Три длинные линии имеют волновые сопротивления рав-

ные соответственно 1,  и 2 (рис. 4.14). Омическими потерями в ли-
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ниях пренебречь. Частота переменного тока равна f = 15 МГц. Какое 

необходимо выбрать волновое сопротивление  отрезка длинной ли-

нии длиной   412  nl , где  — длина волны в линии, n —целое 

число, для согласования двух остальных линий с волновыми сопро-

тивлениями 1 = 100 Ом и 2 = 400 Ом?  

4.15. Три длинные линии имеют волновые сопротивления 

равные соответственно 1,  и 2 (рис. 4.14). Омическими потерями в 

линиях пренебречь. Частота переменного тока равна f = 25 МГц. 

Чему равно волновое сопротивление ρ1, если происходит 

согласование длинных линий при помощи отрезка линии длиной 

  412  nl , где  — длина волны в линии, n — некоторое целое 

число, а  = 200 Ом и 2 = 400 Ом? 

         

Рис. 4.13.      Рис. 4.14. 

4.16. Найти минимальную длину отрезка двухпроводной линии 

с волновым сопротивлением 63 Ом, замкнутого на конце и имеющего 

на частоте 100 МГц такое же входное сопротивление, как импеданс 

индуктивности L = 10
–7

 Гн. 

4.17. Найти минимальную длину отрезка двухпроводной линии 

с волновым сопротивлением 160 Ом, разомкнутого на обоих концах и 

имеющего на частоте 100 МГц такое же входное сопротивление, как 

импеданс конденсатора с емкостью 10 пФ. 

4.18. Длинная линия с одной стороны согласована с генератором 

гармонических колебаний, а с другой стороны замкнута накоротко. 

На расстоянии l от замкнутого конца в линию включено омическое 

сопротивление, равное волновому сопротивлению линии (рис. 4.15). 

l = (2n + 1)/4 

 

1 2  R 

l = (2n + 1)/4 

 

1  
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Наименьшая частота, на которой отсутствует отраженная волна в от-

резке линии между генератором и резистором, равна 75 МГц. Опре-

делите: 1) расстояние l, 2) на каких еще частотах падающая волна не 

будет отражаться от резистора. 

 

Рис. 4.15. 

4.19. Оцените мощность Wr потока энергии отраженной волны для 

линии с волновым сопротивлением , состыкованной с отрезком линии 

с волновым сопротивлением 1, имеющим длину /2 и нагруженным на 

последовательно соединенные емкость С и сопротивление R (рис. 4.16), 

если известно, что R =  = 100 Ом, 1 =200 Ом, С = 100 пФ, частота 

волны f = 15 МГц, мощность падающей волны Wd = 1 Вт. 

4.20. Колебательная система образована конденсатором с емко-

стью 10 пФ и отрезком двухпроводной линии, замкнутым на конце 

(рис. 4.17). Низшая резонансная частота системы 300 МГц, волновое 

сопротивление линии Z0 = 53 Ом. Найти длину отрезка линии l. 

 

Рис. 4.16.      Рис. 4.17. 
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




1

1
0




 ,     2

0 1 QUURC  . 

3.6. 2  . 

3.7. 2  . 

3.8. 0 . 

3.9. 
Ri

R
Z




1
,  CL ,  








 0

0

 ,   
Li

ZI
IL


 0 ,  

   2sin0   tQItIL . 

3.10.    2cos0   tQItIC . 

3.11.      tItIR sin0 . 

3.12. 210   . 

3.13. LC1 . 

3.14. 2E0. 

3.15. EI 2 . 

3.16. 0EUL  . 

3.17. 30UUL  . 

3.18. 






 


R

CL 


1
arctg . 
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3.19.  
   


iRC

U

iRCi

U
UC







1
00 ,   Q1arctg , 








 0

0

  — расстройка контура.

 

3.20.   Qarctg , 







 0

0

  — расстройка контура. 

3.21.  
 22 1 CLR

E
I





 . 

3.22.  
 22 1 CLR

LE
UL







 . 

3.23.  
 22 1 CLR

ER
UR





 . 

3.24. Гн10 4L , нФ25,0C . 

3.25. f = 5,94 Мгц. 

3.26. 
 2

2

10 kQ

kQ
K





, LMk  , 

C

L

r
Q

1
 .

 

Максимальный коэффи-

циент передачи 2
0

max QK 


 

при Qk 1opt  . 

3.27. 
 

 221
2

2
2

0
2

2 RRn

RnU
P


 , 

1

2

L

L
n  . 

3.28. 

 

 
 221

2

1

2

0
2

1

2 RRn

RUn
P


 , 

1

2

L

L
n  . 

4.1. 
51

1
2

W

CR

CR
WWr 









.
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4.2.  
 





RCi

UUC
1

2
;   

50

2U
UC  . 

4.3.  а)  
  5

6

1

2 U

CRiR

UR
UC 





 . 

б)  
  


5

2

1

2 U

CRiR

R

R

U
IR 


 . 

в)  
  


41

8

1

2 U

CRiR

R
CUIC 


 . 

4.4.  а)  
 







RLiR

Li
UIR

2
;   




5

2U
IR  . 

б)  
 







RLiR

LRi
UUL

2
;  

5

6U
U L  . 

в)  
 





RLiR

R
UIL

2
;  




5

6U
IL  . 

4.5.  а)  
LiR

R
UUR







2
;   

17

6U
UR  . 

б)  
LiR

LUi
UL









2
,    

26

2U
UL  . 

4.6.  а)  4ctg
44

44

вх 














i
ee

ee
Z

ii

ii

, 00 CL , вхZ . 

б)  4tg
44

44

вх 














i
ee

ee
Z

ii

ii

,    00 CL ,      вхZ . 

4.7.  00 CL , вхZ . 

4.8.  а)  45ctg
4545

4545

вх 














i
ee

ee
Z

ii

ii

, 00 CL , вхZ

. 
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б)  43tg
4343

4343

вх 














i
ee

ee
Z

ii

ii

,  00 CL ,    вхZ

. 

4.9.  а) 00 CL , 0вх Z . 

б) 00 CL , вхZ . 

4.10. а) 00 CL , 0вх Z . 

б) 00 CL , вхZ . 

4.11. ρ = 200 Ом. 

4.12. ZZ вх . 

4.13. ρ = 2 кОм. 

4.14. ρ = 200 Ом. 

4.15. ρ1 = 100 Ом. 

4.16. lmin = 0,375 м. 

4.17. lmin = 0,375 м. 

4.18. 1) м1
4



l ;   

2) 









2

1

2
n

l

c
fn = 150 










2

1
n  МГц, n = 0, 1, 2, … 

4.19. 
 241 C

W
W d

r


  = 0,2 Вт. 

4.20. l = /8 = 0,125 м. 
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