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Глава 1

Двухуровневые системы

Двухуровневая система — одна из базовых моделей, исполь-
зуемых в квантовой механике. Другой такой моделью явля-
ется гармонической осциллятор.

1.1 Примеры двухуровневых систем

Рассмотрим примеры физических систем, которые можно
рассматривать как двухуровневые системы.

1.1.1 Частица со спином 1
2
в магнитном поле

Оператор магнитного момента:

~̂µ = −
e

mc
~̂s , (1.1)

где ~̂s — оператор спина (механического вращательного мо-
мента). Если частица находится в магнитном поле ~H, то
гамильтониан взаимодействия частицы с этим полем равен
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Ĥ = −
(
~̂µ~H
)
=

e

mc

(
~̂s~H
)
. (1.2)

Если частица, в частности электрон, имеет спин 1
2
, то проек-

ция ее спина на любое заданное направление (в частности,
на направление магнитного поля) может принимать только
значения ±1

2
, Поэтому собственные значения энергии части-

цы в магнитном поле равны

E± =
e}
2mc

·H = ±βH , β =
eh̄

2mc
(1.3)

где β — магнетон Бора. Очевидно, что электрон в магнит-
ном поле можно рассматривать как двухуровневую систему.

Подчеркнем, что в данной модели учитывается только
спиновая степень свободы и не учитывается поступательная
степень электрона как заряженной частицы (которая, как
известно соответствует вращению электрона в магнитном
поле с частотой Лармора.)

1.1.2 Ридберговский атом

Другим широко распространенным примером двухуровне-
вой системы является атом, находящийся на высоком дол-
гоживущем уровне (ридберговский атом). Обычно рассмат-
ривают два его уровня: нижний (обозначаемый g, “ground”)
и верхний (обозначаемый e, “exited”), интересуясь только пе-
реходами между этими уровнями под действием внешнего
поля.
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ω0

2g

U

x

Рис. 1.1: Потенциальная энергия двух связанных осцилляторов. Чер-
ными пунктирами показаны уровни не связанных осцилляторов, рас-
стояние по энергии между ними ω0 Из-за связи каждый уровень рас-
щепляется на 2 подуровня (красные линии), разнесенных на 2g.

Для этого уровень g должен быть долгоживущим, чтобы
можно было пренебречь переходами на уровни ниже уровня
g. Переходы выше уровня e имеют значительно отличающу-
юся частоту перехода и поэтому маловероятны.

Чем выше находятся выбранные уровни g, e в атоме,
тем меньше частота перехода между ними. Это удобно, ес-
ли надо использовать частоту перехода в СВЧ диапазоне
(переходы между нижними уровнями в атомах лежат в оп-
тическом диапазоне).

1.1.3 Два связанных осциллятора

Два связанных осциллятора тоже могут рассматриваться
как двухуровневая система, если по условиям они имеют
один квант энергии на двоих и могут только обмениваться
им.

10



Выписываем гамильтониан и уравнения эволюции систе-
мы:

H = H0 +Hint, (1.4a)

H0 = h̄ω0(a
+
1 a1 + a

+
2 a2 + 1), (1.4b)

Hint = −h̄g(a+1 a2 + a
+
2 a1). (1.4c)

Очевидно, что вводя операторы b± нормальных мод можно
записать гамильтониан в виде

b+ =
a1 + a2√

2
, b− =

a1 − a2√
2
, (1.5)

H = }
(
ω0 − g

)
b†+b+ + }

(
ω0 + g

)
b†−b− (1.6)

В интересующем нас случае, когда есть один квант на два
осциллятора, в старом базисе волновую функцию ищем в
виде суперпозиции

|Ψ〉 = ψR(t) · |0|1〉+ψL(t) · |1|0〉, (1.7)

Пусть в начальный момент

ψR(0) = 0, ψL(0) = 1, (1.8)⇒ ψR(t) = i sin(2gt), ψL(t) = cos(2gt) (1.9)

Задача (1).
Гамильтониан взаимодействия (1.4) соответствует ситуа-

ции, когда общее число квантов сохраняется (воздействия,
приводящие к рождению новых квантов в системе мы ис-
ключаем), мы можем записать гамильтониан двух связан-
ных осцилляторов в “двухуровневом” виде:
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H = 2h̄ω0 Î− h̄g σ̂x (1.10)

Здесь σx один из операторов Паули (см. ниже в этой гла-
ве). Очевидно. что первый член может быть благополучно
опущен.

1.2 Спиновые операторы и собственные
вектора

Для описания двухуровневых систем используют матема-
тический аппарат на базе матриц Паули, которые мы рас-
сматриваем ниже.

1.2.1 Матрицы Паули

Поскольку собственных значений энергии и соответствую-
щих им собственных состояний только два (двумерное гиль-
бертовое пространство), то любые операторы для двухуров-
ненвых систем могут быть представлены в виде матриц
2 × 2. Если наложить еще условие эрмитовости, то общая
запись таких операторов будет иметь вид:

(
a b

b∗ c

)
=
a+ c

2
Î+

a− c

2
σ̂z +<(b) σ̂x + =(b)σ̂y ,

(1.11)
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где a, c — произвольные действительные числа, b — про-
извольное комплексное число, Î — единичная матрица, а
σ̂x, σ̂y, σ̂z — спиновые матрицы Паули:

Î =

(
1 0

0 1

)
, (1.12a)

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
, (1.12b)

σ̂y =

(
0 −i

i 0

)
, (1.12c)

σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
. (1.12d)

Другими словами, эти операторы образуют базис в про-
странстве матриц 2× 2.

Компоненты оператора спина пропорциональны матри-
цам Паули:

ŝx,y,z =
h̄

2
σ̂x,y,s . (1.13)

Собственные состояния оператора σz:

|z+〉 =
(
1

0

)
, ⇒ σz|z+〉 = λ+|z+〉, λ+ = +1 (1.14)

|z−〉 =
(
0

1

)
, ⇒ σz|z−〉 = λ−|z−〉, λ− = −1. (1.15)

Гамильтониан:

H =
h̄ω0

2
σz, ω0 =

eH

mc
, (1.16)
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здесь ω0 — частота перехода между уровнями атома.
Для спиновых операторов выполняются следующие ком-

мутационные и анти-коммутационные соотношения:[
σi, σj

]
= 2iσk, i, j, k ∼ x, y, z (1.17){

σi, σj
}
= σiσj + σjσi = 2δij, (1.18)

Задачи (2), (3), (4), (5), (6). Cм. также Приложение A.

1.2.2 Операторы рождения и уничтожения

Удобно ввести следующие операторы

σ+ =
1

2

(
σx + iσy

)
=

(
0 1

0 0

)
, (1.19a)

σ− =
1

2

(
σx − iσy

)
=

(
0 0

1 0

)
. (1.19b)

Это не эрмитовы операторы (аналог операторов a, a+ для
поля). Для них справедливы следующие формулы

σ̂+|z−〉 = |z+〉 , σ̂+|z+〉 = 0 , (1.20a)

σ̂−|z+〉 = |z−〉 σ̂−|z−〉 = 0 , (1.20b)

Из соотношений (1.20a, 1.20b) следует, что операторы σ+ и
σ− можно рассматривать как операторы рождения и уни-
чтожения фермионов. Из этих соотношений виден физиче-
ский смысл, скажем, оператора рождения σ+ — он перево-
дит частицу из нижнего состояния в верхнее (рождение), но
из верхнего переводить еще выше некуда.
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Выпишем коммутаторы и анти-коммутаторы[
σ̂+, σ̂−

]
= σz,

{
σ̂+, σ̂−

}
= Î , (1.21a)[

σ̂+, σ̂z
]
= −2 σ̂+ ,

[
σ̂−, σ̂z

]
= 2 σ− , (1.21b)

Задачи (7), (8).
Понятно, что любой оператор σx,y,z может быть выражен

через операторы σ+ и σ−. Например, гамильтониан двух-
уровневой частицы может быть записан в различных экви-
валентных видах:

Ĥ =
}ω0

2
· σz = }ω0

(
σ+σ− −

1

2

)
= }ω0

(
σ−σ+ +

1

2

)
.

Выпишем уравнение движения:

ih̄σ̇+ =
[
σ+,H

]
= h̄ω0[σ+, σz/2

]
,

σ̇+ = iω0σ+, ⇒ σ+(t) = σ+(0)e
iω0t (1.22)

σ̇− = −iω0σ−, ⇒ σ−(t) = σ−(0)e
−iω0t (1.23)

Здесь видна аналогия с операторами рождения и уничто-
жения a†, a осциллятора, их уравнения свободной эволю-
ции подобны.

1.3 Атом в переменном э.м. классическом
поле

Рассмотрим двухуровневый атом, т.е. во всем многообра-
зии уровней атома мы рассматриваем только два уровня
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с частотой перехода ωa. Тогда оператор σz будет описы-
вать, на каком уровне находится атом. Обозначим электри-
ческий дипольный момент перехода атома ~d. Пусть при-
ложено электрическое поле E0 частоты ωe направленное,
например, по оси x. Выписываем гамильтониан, используя
дипольное приближение:

H = HA +Hint, HA =
}ωa

2
· σz , (1.24)

Hint = dxE0 cosωet = d0E0 σx cosωet =

= 2h̄g
(
σ+ + σ−

)
cosωet, h̄g =

d0E0

2
, (1.25)

Здесь мы приняли, что дипольный момент перехода равен
dx = d0σx. Теперь выписываем уравнения движения для
операторов в представлении Гейзенберга:

σ̇+ = iωaσ+ − 2igσz cosωet, (1.26)

σ+ → σ+e
iωat, ⇒ σ̇+ = −igσze

i(ωe−ωa)t (1.27)

σ̇− = −iωaσ− + 2igσz cosωet, (1.28)

σ− → σ−e
−iωat, ⇒ σ̇− = igσze

−i(ωe−ωa)t (1.29)

Мы видим, что уравнения для операторов σ± нелиней-
ны. Действительно, из коммутационных соотношений (1.21)
можно найти σz

σz = σ+σ− −
1

2
(1.30)

и подставить в (1.27) и (1.29). В результате получатся нели-
нейные уравнения. Поэтому операторные уравнения в пред-
ставлении Гейзенберга использовать весьма неудобно.
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Для двухуровневой системы значительно легче решить
уравнение Шредингера. Рассмотрим эволюцию состояния,
заданного вектором |ψ〉 = ψ+|z+〉+ψ−|z−〉. Выпишем урав-
нение Шредингера в компонентах (здесь, естественно, ψ+ =

ψ+(t) и ψ− = ψ−(t) есть c-числа):

ih̄∂t|ψ〉 = H|ψ〉, |ψ〉 = ψ+|z+〉+ψ−|z−〉
H = h̄ωa

σz

2
+ 2h̄g

(
σ+ + σ−

)
cosωet,

iψ̇+ = +
ωa

2
ψ+ + 2gψ− cosωet, (1.31)

iψ̇− = −
ωa

2
ψ− + 2gψ+ cosωet, (1.32)

ψ+ = χ+e
−iωat/2, ψ− = χ−e

iωat/2,

iχ̇+ = gχ− e
−i(ωe−ωa)t, (1.33)

iχ̇− = gχ+ e
i(ωe−ωa)t (1.34)

В последних уравнениях мы отбросили быстро осциллиру-
ющие члены ∼ e±(ωe+ωa)t.

1.3.1 Резонанс ωa = ωe

В резонансном случае ωa = ωe можно сразу выписать ре-
шение:

χ+ = Aeigt + Be−igt, (1.35a)

χ− = −Aeigt + Be−igt (1.35b)

Для наиболее наглядного случая. когда первоначально
атом находился, например, в состоянии |z+〉 (т.е. χ+(0) =
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|χ+|2

|χ−|2

π/2g π/g

t

Рис. 1.2: Зависимость населенностей верхнего и нижнего уровней ато-
ма в классическом резонансном э.м. поле (1.36). Первоначально атом
находился на верхнем уровне (χ+(0) = 1, χ−(0) = 0).

1, χ−(0) = 0) получаем:

χ+ = cosgt, (1.36a)

χ− = −i singt (1.36b)

Величину g называют частотой Раби. На рис. 1.2 представ-
лена зависимость населенностей верхнего и нижнего уров-
ней атома для этого частного случая. (Иногда частотой Ра-
би называют величину 2g.)

Рассмотрим другой пример, пусть начальные условия
есть

χ+(0) =
eiφ√
2
, χ−(0) =

e−iφ√
2

(1.37)

Можно показать, что можно так подобрать фазу φ, что на-
селенности |χ±|2 будут оставаться постоянными, несмотря
на действие внешнего поля.

Задача (10).
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gt

π/4 π/2 3π/4

|χα=1
− |2, |χα=−1+ |2|χα=−1− |2, |χα=1

+ |2

Рис. 1.3: В начальный момент двухуровневая система находится “посе-
редине” (1.38). Однако дальнейшая эволюция зависит от знака пара-
метра α.

1.3.2 Фаза состояния двухуровневой системы

Рассмотрим, как влияет фаза двухуровневой системы (в на-
чальный момент времени) на ход эволюции системы. В каче-
стве примера рассмотрим частный случай начальных усло-
вий (1.37):

χ+(0) =
1√
2
, χ−(0) =

α i√
2
, α = ±1 (1.38)

Из уравнений (1.35) получаем

A =
1− iα

2
√
2
, B =

1+ iα

2
√
2
, (1.39)

χ+ =
cosgt√
2

+
α singt√

2
=

{
sin
(
gt+ π

4

)
, при α = 1,

cos
(
gt+ π

4

)
, при α = −1

χ− = i

[
α cosgt√

2
−

singt√
2

]
=

{
i cos

(
gt+ π

4

)
, при α = 1,

−i sin
(
gt+ π

4

)
, при α = −1

Мы видим, что первоначально двухуровневая система
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находится “посередине”, но дальнейшая эволюция строго за-
висит от знака параметра α:

• При α = 1 система идет “вверх” и в момент времени
gt = π/4 она переходит в верхнее состояние |z+〉.

• При α = −1 система идет “вниз” и в момент времени
gt = π/4 она переходит в нижнее состояние |z−〉.

При нерезонансном воздействии биения Раби будут
неполными (населенность не спадает до нуля) — задача (9).
В принципе вычисления подобны тем, что приведены в сле-
дующем разделе 1.4.

1.4 Атом в переменном квантовом поле.

Рассмотрим атом в квантовом поле, точнее атом в кванто-
вом э.м резонаторе (без потерь). Частота перехода атома
ωa, частота резонатора ωe, объем резонатора V .

1.4.1 Гамильтониан

Выпишем гамильтониан системы, полагая, что диполь ато-
ма направлен по оси x, т.е. он пропорционален σx−σ++σ−:

H = HA +He +Hint, (1.40a)

HA =
h̄ωa

2
σz, He = h̄ωe

(
a+a+

1

2

)
,
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Hint = d̂ Ê(t), d̂ = d0(σ+ + σ−), (1.40b)

Ê = E0
(
a+ + a−

)
, E0 =

√
2πh̄ωe

V{
Ê2V

4π
=
E20 V2a

+a

4π
= h̄ωea

+a

}
, (1.40c)

Hint = d0
(
σ+ + σ−

)
E0
(
a+ + a−

)
= (1.40d)

rotating wave approximation:

' h̄k
(
a+σ− + aσ+

)
, k =

E0d0

h̄
, (1.40e)

H =
h̄ωa

2
σz + h̄ωe

(
a+a+

1

2

)
+ h̄k

(
a+σ− + aσ+

)
.

(1.40f)

Уравнения для операторов (в представлении Гейзенбер-
га) будут нелинейными. Поэтому рассмотрим решение урав-
нения Шредингера. Очевидно, что атом может быть либо в
верхнем, либо в нижнем состоянии, а полное число квантов
в системе постоянно.

1.4.2 Уравнение Шредингера

Решение уравнения Шредингера будем искать в виде (здесь
опять ψ+ = ψ+(t) и ψ− = ψ−(t) — c-числа):

ih̄∂t|ψ〉 = H|ψ〉, (1.41)

|ψ〉 = ψ+|z+〉|n− 1〉+ψ−|z−〉|n− 1〉 =

=

(
ψ+|n− 1〉
ψ−|n〉

)
(1.42)
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Это соответствует тому, что квант либо присутствует в
двухуровневой системе и осциллятор находится в состоянии
|n − 1〉, либо кванта нет в двухуровневой системе и тогда
осциллятор — в состоянии |n〉.

Выпишем отдельно члены:

h̄ωa

2
σz

(
ψ+|n− 1〉
ψ−|n〉

)
=
h̄ωa

2

(
ψ+|n− 1〉
−ψ−|n〉

)
,

h̄ωea
+a

(
ψ+|n− 1〉
ψ−|n〉

)
= h̄ωe

(
(n− 1)ψ+|n− 1〉
nψ−|n〉

)
,

h̄k
(
a+σ− + aσ+

)( ψ+|n− 1〉
ψ−|n〉

)
= h̄k

( √
nψ−|n− 1〉
√
nψ+|n〉

)
Собираем все члены в уравнении (1.41) “построчно” и полу-
чаем:

iψ̇+ =

[
ωa

2
+

(
n−

1

2

)
ωe

]
ψ+ +

√
nkψ−,

iψ̇− =

[
−
ωa

2
+

(
n+

1

2

)
ωe

]
ψ− +

√
nkψ+.

Полагаем, что частоты атома и резонатора близки, но не
равны:

ωa = ωe + 2δ, δ� ωe. (1.43)

Тогда:

ψ̇+ = −i(nωe + δ)ψ+ − i
√
nkψ−, (1.44a)

ψ̇− = −i(nωe − δ)ψ− − i
√
nkψ+. (1.44b)

Ищем в виде ψ± = χ±e
−inωet, (1.44c)
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χ̇+ = −iδ χ+ − i
√
nkχ−, (1.44d)

χ̇− = +iδ χ− − i
√
nkχ+. (1.44e)

В простейшем случае резонанса δ = 0 получаем систему,
которая была уже решена в конце раздела 1.3 (см. (1.33,
1.34)), и мы можем сразу выписать решение для случая, ко-
гда первоначально атом находился, например, в состоянии
|z+〉 (т.е. χ+(0) = 1, χ−(0) = 0):

χ+ = cosGnt, Gn = k
√
n

χ− = −i sinGnt

Частоту Gn называют n-квантовой частотой Раби. Зави-
симость населенностей от времени будет та же, что и на
рис. 1.2 с очевидной заменой: g→ Gn.

Подчеркнем, что в рассмотренном случае полное количе-
ство квантов в системе фиксировано. Например, мы можем
представить ситуацию, когда в резонатор, первоначально
находящийся в n-состоянии, влетает атом и через некото-
рое время вылетает. Тогда по приведенным выше формулам
можно легко рассчитать конечные состояния атома и резо-
натора и наблюдать отчетливые биения Раби. Однако, если
резонатор находился не в n-состоянии (которое не так про-
сто получить экспериментально), а в обычном когерентном
состоянии (суперпозиция n-состояний), то биения c разны-
ми частотами Gn будут накладываться и конечное состо-
яние системы “атом+резонатор” будет более экзотическим.
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Конечно, не представляет труда точно рассчитать такое ко-
нечное состояние, но, очевидно, что вряд ли стоит надеяться
получить отчетливую картину биений в случае небольшой
амплитуде α когерентного состояния |α〉 (при α→∞ имеем
переход классическому полю).

1.4.3 Нерезонансный случай: δ 6= 0

Ищем решение в виде χ± → χ±eλt. Подставляя в систему
(1.44d, 1.44e), получаем характеристическое уравнение и ре-
шаем его:

Det =

∣∣∣∣∣ λ+ iδ −ik
√
n

−ik
√
n λ− iδ

∣∣∣∣∣ = (1.45a)

= λ2 + δ2 + k2n, (1.45b)

λ = ±iΩ, Ω =
√
δ2 + k2n. (1.45c)

Амплитуды χ± ищем в виде

χ+(t) = Ae
iΩt + Be−iΩt, (1.45d)

χ−(t) = Ce
iΩt +De−iΩt, (1.45e)

Подставляем в исходные уравнения (1.44d, 1.44e) и находим
связь

C = −
δ+Ω

k
√
n
A, D = −

δ−Ω

k
√
n
B. (1.45f)

Задаем начальные условия

χ+(0) = 1 → B = 1−A, (1.45g)
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χ−(0) = 0 → D = −C (1.45h)

Теперь мы можем найти коэффициенты A, B, C, D

(1.44d, 1.44e) : C = −
Ω+ δ

k
√
n
A, D =

k
√
n

Ω+ δ
B, (1.46a)

(1.45h) : B =

(
Ω+ δ

k
√
n

)2
A, (1.46b)

(1.45g, 1.46b)) : A =
k2n

(Ω+ δ)2 + k2n
, B =

(Ω+ δ)2

(Ω+ δ)2 + k2n
,

(1.46c)

C = −
k
√
n(Ω+ δ)

(Ω+ δ)2 + k2n
, D =

k
√
n(Ω+ δ)

(Ω+ δ)2 + k2n
.

Используя эти выражения, можно выписать решение:

χ+ = cosΩt+ i
k2n− (Ω+ δ)2

(Ω+ δ)2 + k2n
sinΩt, (1.47a)

χ− = −i
2k
√
n(Ω+ δ)

(Ω+ δ)2 + k2n
sinΩt. (1.47b)

Из вида этого решения видим, что в случае резонанса
(δ = 0) мы получаем полные биения Раби — 100% модуля-
ция. В случае конечной расстройки величина максимальной
населенности нижнего уровня меньше единицы:

|χ−|
2 =

(
2k
√
n(Ω+ δ)

(Ω+ δ)2 + k2n

)2
=

(
2α

1+ α2

)2
< 1, (1.48)

α ≡ k
√
n

Ω+ δ
< 1. (1.49)

На рис. 1.4 представлены графики населенностей для ре-
зонансного случая δ = 0 (пунктиром) и для случая конеч-
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|χ+|2, δ = 0 |χ−|2, δ = 0

π/2g π/g

t

|χ+|2, δ 6= 0 |χ−|2, δ 6= 0

Рис. 1.4: Зависимость населенностей верхнего и нижнего уровней атома
в квантовом резонаторе при произвольной расстройке δ. Первоначаль-
но атом находился на верхнем уровне (χ+(0) = 1, χ−(0) = 0).

ной расстройки δ 6= 0 (сплошная линия) — при увеличении
расстройки амплитуда биений уменьшается.
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Глава 2

Квантовый парадокс
Зенона

Это — красивый эффект, демонстрирующий характерные
особенности квантовой механики, точнее квантовой теории
измерений. Вначале он назывался квантовый парадокс Зе-
нона или эффект сторожевой собаки и понимался как де-
монстрация странности и неполности квантовой теории.
Позже к нему стали относится более спокойно просто как к
еще одному на первый взгляд парадоксальному следствию
квантовой механики и наблюдали экспериментально.

2.1 Точное измерение

Рассмотрим квантовый осциллятор, который первоначаль-
но находился в энергетическом состоянии |ψ〉 = |n〉. Пусть
на осциллятор воздействует что-то (например, сила), что
может вызвать переходы на другие уровни и пусть это воз-
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действие описывается известным гамильтонианом H. Реша-
ем уравнение Шредингера, разлагая решение в ряд и выпи-
сывая вероятность Wnn(θ) того, что осциллятор останется
в n-состоянии через время θ:

ih̄∂t|ψ〉 = H|ψ〉, |ψ(0)〉 = |n〉, (2.1a)

|ψ(θ)〉 = exp

(Hθ
ih̄

)
|n〉 ≈

(
1+
Hθ
ih̄

+
1

2

[Hθ
ih̄

]2)
|n〉,

(2.1b)

Wnn(θ) = |〈n|ψ〉|2 = 〈n|ψ〉〈ψ|n〉 ≈ (2.1c)

≈ 〈n|
(
1+
Hθ
ih̄

−
1

2

[Hθ
h̄

]2)
|n〉〈n|

(
1−
Hθ
ih̄

−
1

2

[Hθ
h̄

]2)
|n〉 =

= 1−
θ2

h̄2

(
〈n|H2|n〉− 〈n|H|n〉2

)
= 1−

θ2

h̄2
(
∆E
)2 (2.1d)

Таким образом, если через время θ мы измерим но-
мер уровня (т.е. энергию осциллятора), то с вероятностью
Wnn(θ) мы обнаружим осциллятор на начальном уровне n.
Пусть через время θ мы опять измерим энергию осциллято-
ра, и так будем измерять ее k раз в течение времени τ = kθ.
Посчитаем вероятность того, что в конце концов осциллятор
останется в n-состоянии (произведение вероятностей)1:

Wnn(kθ) =
[
Wnn(θ)

]k
=

(
1−

θ2

}2
(
∆E
)2)τ/θ (2.2)

1В принципе возможна ситуация, когда осциллятор перешел на верх-
ний (или нижний) уровень, а потом вернулся на первоначальный, но
мы такие варианты не рассматриваем.
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В пределе θ→ 0, k→∞ (τ - постоянно):

Wnn(kθ)→ exp

(
−
τθ

h̄2
(
∆E
)2)→ 1. (2.3)

Здесь мы использовали предел{
lim
x→ 0 (1+ ax)1/x = ea

}
Таким образом мы получили, что при частом измерении

энергии осциллятор не переходит (!) с начального уровня2.
Причина заключается в том, что при каждом измерении
мы нарушаем когерентность воздействия (сбиваем фазу).
Поясним это с помощью классический аналогии.

2.1.1 Классическая аналогия

Подчеркнем, что приводимые ниже рассуждения ни в коем
случае не являются доказательством, а служат лишь анало-
гией (аналогии — это костыли. на которые опирается здра-
вый смысл, не в силах постичь абстракцию).

Пусть на механический осциллятор (масса m, часто-
та ωm) действует классическая резонансная сила F =

F0 cosωmt. Известно, что действие такой силы в течение
времени вызовет колебания

x(t) =
F0t

2mωm
sinωmt

2В качестве шутки физики приводят “чайный” парадокс Зенона: если
часто проверять чайник на плите, он никогда не закипит.
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Теперь представим себе, что через время θ фаза осцилля-
тора сбивается. При измерении энергии осциллятора он пе-
реходит в энергетическое состояние, в котором фаза полно-
стью не определена. Поэтому условие потери фазы является
классической аналогией измерения энергии. Далее предпо-
ложим. что мы сбиваем фазу осциллятора k раз в течение
времени τ = kθ. Тогда естественно, что в течение каждо-
го отрезка θ амплитуда колебаний осциллятора будет полу-
чать случайное приращение величины ∆xθ, а полная ампли-
туда через время τ будет равна:

∆xθ =
F0θ

2mωm
, (2.4)√

〈x2(τ)〉 = ∆xθ

√
τ

θ
=
F0
√
τθ

2mωm
(2.5)

Заметим, что при стремлении θ → 0 при конечном τ ам-
плитуда колебаний

√
〈x2(τ)〉 → 0 (!). Таким образом часто

сбивая фазу, мы не даем развиться резонансу и можем пол-
ностью его затормозить.

Еще раз подчеркнем, что это лишь аналогия (ведь с точ-
ки зрения классики здесь нет ничего необычного).

2.2 Элементы теории непрерывных
квантовых измерений

Для более строгого анализа необходимы сведения из теории
измерения и в этом разделе мы рассмотрим вывод уравне-
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ния для матрицы плотности системы, в которой непрерывно
измеряется некоторая наблюдаемая q̂.

2.2.1 О селективном и неселективном подходе к
описанию измерения

При рассмотрении квантовых измерений, в зависимости от
того, какие именно детали поведения участвующих в изме-
рении квантовых систем нас интересуют, используются два
подхода — более простой неселективный и более сложный
селективный. Чтобы уяснить разницу между ними, рассмот-
рим простой пример.

Пусть имеется квантовая частица, приготовленная в со-
стоянии со средними значениями координаты и импульса
〈x〉0 и 〈p〉0 и неопределённостями этих наблюдаемых (∆x)0

и (∆p)0. Пусть затем у этой частицы измеряется коорди-
ната с ошибкой (∆x)meas. Будем считать для простоты, что
(∆x)meas � (∆x)0. Импульс при этом, естественно, возму-
щается на величину (∆p)pert ≈ h̄/2(∆x)meas � (∆p)0.

Каковы будут средние значения и неопределенности ко-
ординаты и импульса этой частицы после измерения?

Ответ на этот вопрос будет разным для разных наблю-
дателей. Для человека, который узнал показание измери-
теля (равное, например, x1), среднее значение координаты
частицы после измерения будет близко к x1, среднее зна-
чение импульса останется равным 〈p〉0, а неопределенности
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этих величин будут близки к (∆x)meas и (∆p)pert.
В то же время для человека, которые знает, что изме-

рение произведено, знает начальное состояние частицы и
параметры измерителя, но не знает, какой результат был
получен при измерении, средние значения координаты и им-
пульса останутся прежними, 〈x〉0 и 〈p〉0, неопределенность
координаты также не изменится и останется равной (∆x)0,
а неопределенность импульса возрастет и станет примерно
равной (∆p)pert.

Описание измерения, соответствующее информации,
имеющейся у первого наблюдателя, то есть учитывающее
полученный при измерении результат, называется селектив-
ным, а то, которое соответствует информации, имеющейся
у второго наблюдателя, — неселективным.

Можно показать, что если частица до измерения находи-
лась в чистом состоянии, и измерение было идеальным (то
есть все вносимые им неопределенности были чисто кванто-
выми), то для первого наблюдателя частица после измере-
ния переедет в также чистое состояние |ψ(x1)〉, зависящее,
естественно, от полученного результата измерения x1.

Для второго наблюдателя состояние частицы в результа-
те измерения станет смешанным и равным

ρ̂ =

∫∞
−∞w(x1)|ψ(x1)〉〈ψ(x1)|dx1 , (2.6)

где w(x1) — априорная вероятность получить при измере-
нии результат x1. Для него все возможные результаты изме-
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q, py, Y Fs

Рис. 2.1: Схема квантового измерения. Измеряемая координата q объ-
екта (синий квадрат), сопряженный ей импульс p. На объект действует
внешнее воздействие, например, сигнальная сила Fs. Квантовая счи-
тывающая система (КСС, коричневый квадрат, ее координата y и им-
пульс Y) взаимодействует с объектом. Это взаимодействие описывается
гамильтонианом (2.7). Затем взаимодействие прекращается и резуль-
тат регистрируется классическим наблюдателем (красная приборная
стрелка).

рения как бы оказываются свалены в общую кучу, отсюда
название “неселективный” подход.

2.2.2 Уравнение для матрицы плотности

Пусть измерения наблюдаемой q нашей системы (см.
рис. 2.1), описываемой гамильтонианом Ĥ происходят с ин-
тервалом θ в моменты времени t1, t2 . . . ti, ti+1, . . . . Эта
последовательность измерений перейдет в непрерывное из-
мерение в пределе θ → 0.

Рассмотрим переход системы от момента времени tj к
моменту tj+1. На этом интервале ее гамильтониан равен

Ĥj = Ĥj − qyj . (2.7)

Здесь Ĥj — гамильтониан. описывающий эволюцию изоли-
рованной системы, q̂ŷj — связь с измерителем, ŷj — пере-
менная квантовой считывающей системы (КСС), которая
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разрушающим образом измеряется. Здесь зависимость Ĥj
от индекса j отражает возможную зависимость от времени.

При измерении нельзя использовать описание с помощью
волновой функции (т.к. нас будет интересовать результат
эволюции, усредненный по КСС) , поэтому надо пользовать-
ся матрицей плотности. Запишем матрицу плотности в мо-
мент времени tj в виде разложения по собственным векто-
рам |ψk〉 наблюдаемой q̂, эволюцию описываем с помощью
оператора эволюции Ûj, который раскладываем в ряд:

ρ̂j = SpКСС

(∑
k,m

|ψk〉ρ(j)km〈ψm|
)
, (2.8a)

ρ̂j+1 = SpКСС

(∑
k,m

Ûj|ψk〉ρ(j)km〈ψm|Û+
j

)
= SpKCC

(
Ûjρ̂jU

+
j

)
,

(2.8b)

Ûj = exp

(∫
Ĥj

ih̄
dt

)
≈ 1+ Ĥj

θ

ih̄
− Ĥ2j

θ2

2h̄2
= (2.8c)

= 1+
(
Ĥj − q̂ŷj

) θ
ih̄

−
(
Ĥj − q̂ŷj

)2 θ2
2h̄2

, (2.8d)

Υ̂j+1 =
(
Ûjρ̂jÛ

+
j

)
≈ (2.8e)

≈
(
1+ Ĥj

θ

ih̄
− Ĥ2j

θ2

2h̄2

)
ρ̂j

(
1− Ĥj

θ

ih̄
− Ĥ2j

θ2

2h̄2

)
(2.8f)

=

(
1+

(
Ĥj − q̂ŷj

) θ
ih̄

−
(
Ĥj − q̂ŷj

)2 θ2
2h̄2

)
ρ̂j (2.8g)

×
(
1−

(
Ĥj − q̂ŷj

) θ
ih̄

−
(
Ĥj − q̂ŷj

)2 θ2
2h̄2

)
= (2.8h)

= ρ̂j +
θ

ih̄

[(
Ĥj − q̂ŷj

)
ρ̂j − ρ̂j

(
Ĥj − q̂ŷj

)]
+ (2.8i)

34



+
θ2

2h̄2

[
−
(
Ĥj − q̂ŷj

)2
ρ̂j − ρ̂j

(
Ĥj − q̂ŷj

)2
+ (2.8j)

+2
(
Ĥj − q̂ŷj

)
ρ̂j
(
Ĥj − q̂ŷj

)]
,

Мы должны усреднить по КСС. Полагаем 〈ŷj〉 = 0 ,

ρ̂j+1 = SpКССΥ̂j+1 = ρ̂j +
θ

ih̄

[
Ĥj, ρ̂j

]
− (2.8k)

−
θ2

2h̄2
([
Ĥj,
[
Ĥj, ρ̂j

]]
+ 〈ŷ2〉

[
q̂,
[
q̂, ρ̂j

]])
. (2.8l)

Теперь мы можем перейти к пределу для непрерывного
измерения:

θ→ 0 , ⇒ ρ̂j+1 − ρ̂j
θ

→ ∂tρ̂ , (2.9a)

θ〈ŷ2〉 → σ2F(t) , (2.9b)

и переписать уравнение (2.8):

∂tρ̂ =
1

ih̄

[
Ĥ, ρ̂

]
−
σ2F(t)

2h̄2
[q̂, [q̂, ρ̂]] (2.10)

Предельный переход (2.9) означает, что непрерывное изме-
рение можно представить как последовательность неточ-
ных, но часто повторяющихся измерений. При конечном
времени измерения это дает конечную точность (это опи-
сывается конечной величиной σF).

2.2.3 Физический смысл σF

Рассмотрим физический смысл величины σF. Для этого вер-
немся к дискретному описанию и вычислим как изменился
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импульс p̂j после j-ого измерения (мы опускаем в операто-
ре эволюции член ∼ Hj, интересуясь лишь отклонением от
свободной эволюции):

p̂j+1 = Û
+
j p̂jÛj '

(
1+

θ

ih̄
q̂ŷj

)
p̂j

(
1−

θ

ih̄
q̂ŷj

)
' (2.11a)

' p̂j +
θ

ih̄
ŷj [q̂, p̂j]︸ ︷︷ ︸

=ih̄

= p̂j + θŷj, (2.11b)

∆p2j = 〈(pj+1 − pj)2〉 = θσ2F, 〈ŷjŷi〉 = θσ2F δij, (2.11c)

θ→ 0, ∂tp̂ = ŷ, 〈ŷ(t)ŷ(t ′)〉 = σ2F δ(t− t ′) (2.11d)

Мы видим, что параметр σF описывает белый шум обрат-
ного влияния, в частности, σ2F есть спектральная плотность
белого шума случайной силы обратного флуктуационного
влияния.

Для того чтобы выяснить, как параметр σF связан с
ошибкой измерения, рассмотрим эволюцию в КСС. Пусть
ŷj координата, а Ŷj — импульс в КСС. Опять вернемся к
дискретному описанию и вычислим, как изменился импульс
Ŷj после j-ого измерения:

Ŷj+1 = Û
+
j ŶjÛj '

(
1+

θ

ih̄
q̂ŷj

)
Ŷj

(
1−

θ

ih̄
q̂ŷj

)
' (2.12)

' Ŷj +
θ

ih̄
q̂
[
ŷj, Ŷj

]︸ ︷︷ ︸
=ih̄

= Ŷj + θq̂, (2.13)

Отсюда мы видим. что ошибка измерения ∆q связана с
неопределенностью импульса ∆Yj:

(∆q)2 =
(∆YJ)

2

θ2
. (2.14)
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В пределе θ → 0 получаем ошибку измерения за конечное
время t:

θ→ 0, ⇒ (∆q)2t =
(∆Y)2

θ2
× θ
t
=

(∆Y)2

θt
= (2.15)

=
h̄2

4〈y2〉 θt =
h̄2

4σ2Ft
=
σ2q

t
(2.16)

Здесь параметр σq описывает шумы измерения. Постоянная
величина σ2q соответствует спектральной плотности белого
измерительного шума.

Из последнего равенства также следует соотношение
неопределенностей для непрерывного измерения:

σq σF >
h̄

2
(2.17)

2.3 Парадокс Зенона
в двухуровневой системе

Рассмотрим парадокс Зенона для двухуровневой частицы,
находящейся в классическом резонансном поле.

Используя обозначения и результаты раздела 1.3, выпи-
шем сразу гамильтониан и эволюцию состояния:

H = H0 +Hint, H0 =
h̄ω0

2
σz, Hint = 2h̄gσx cosω0t,

|Ψ(0)〉 = ψ+ |z+〉+ψ− |z−〉, |Ψ(t)〉 = U|Ψ(0)〉, (2.18)

U|z+〉 = cosgt |z+〉+ i singt |z−〉, (2.19)

U|z−〉 = cosgt |z−〉+ i singt |z+〉, (2.20)
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Теперь включаем измерение — пусть мы измеряем ве-
личину σz. Тогда имеем уравнение для матрицы плотности
(2.10):

∂tρ̂ =
1

ih̄

[
Ĥ, ρ̂

]
−
σ2F(t)

2h̄2
[σ̂z, [σ̂z, ρ̂]] (2.21)

Ищем матрицу плотности в виде ρ̂ или ρ̂1:

ρ̂ =
1

2
· Î+ ρxσ̂x + ρyσ̂y + ρzσ̂z, (2.22)

или ρ̂1 =
1

2
· Î+ ρ+σ̂+ + ρ−σ̂− + ρzσ̂z, (2.23)

Здесь ρx, ρy, ρz — c-числа. В общем случае матрица плот-
ности описывается через числа ρi следующим образом:

ρ̂ =

(
1
2
+ ρz ρx − iρy

ρx + iρy
1
2
− ρz

)
, ρ̂1 =

(
1
2
+ ρz ρ+

ρ−
1
2
− ρz

)
Здесь использованы определения (1.12) и (1.19).

Нас интересует вероятность нахождения на верхнем
уровне, если и первоначально система была на верхнем
уровне:

ρz(0) =
1

2
, ρx = ρy = 0, или ρ+ = ρ− = 0. (2.24)

Ниже мы будем пользоваться матрицей плотности в ви-
де ρ̂1 — это более удобно. Расписываем уравнение (2.21),
пользуясь коммутаторами (1.21):

ρ̇+σ̂+ + ρ̇−σ̂− + ρ̇zσ̂z = (2.25a)

= iω0

(
−ρ+σ̂+ + ρ−σ̂−

)
+ (2.25b)

38



1
2 + ρz

1

1
2

τ0 < 2/g

τ0 > 2/g

τ0 → ∞

t

Рис. 2.2: Зависимость населенности верхнего уровня двух-уровневой
системы при различных параметрах τ0. Случай τ → ∞ соответствует
отсутствию измерения.

+ 2ig cosω0t
(
2ρzσ̂+ − 2ρzσ̂− +

(
ρ+ − ρ−

)
σ̂z]
)
+

−
2

τ0

(
ρ+σ̂+ + ρ−σ̂−

)
,

1

τ0
=
σ2F(t)

h̄2
(2.25c)

Приравнивая члены с одинаковыми операторами σ, по-
лучаем систему уравнений:

ρ̇+ = −iω0ρ+ −
2

τ0
ρ+ + 4igρz cosω0t (2.26a)

ρ̇− = +iω0ρ− −
2

τ0
ρ− − 4igρz cosω0t (2.26b)

ρ̇z = 2ig (ρ+ − ρ−) cosω0t (2.26c)

Далее надо ввести медленные амплитуды ρ± = e±iω0tr±,
их подставить в (2.26) и отбросить быстро осциллирующие
члены. Полученную систему можно свести к уравнению вто-
рого порядка для ρz

ρ̈z +
2

τ0
ρ̇z + 4g

2ρz = 0, ρz(0) =
1

2
, ρ̇z(0) = 0 (2.27)

Здесь начальные условия получены из (2.24) и уравнения
(2.26c).
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Это уравнение колебаний с частотой 2g и временем ре-
лаксации τ0. Напомним, что время τ0 характеризует ошиб-
ку измерения. Для случая малого τ0 � 1/2g (это означа-
ет измерение с малой точностью) получаем для начальных
условий (2.24):

2gτ0 � 1, Ω =

√
4g2 −

1

τ20
, (2.28)

ρz =
1

2

(
cosΩt+

sinΩt

Ωτ0

)
e−t/τ0. (2.29)

Для противоположного случая большого τ0 � 1/2g (это
означает измерение с большой точностью) получаем:

2gτ0 � 1, ⇒ ρz =
τ1 e

−t/τ1 − τ2 e
−t/τ2

2
(
τ1 − τ2

) , (2.30)

1

τ1
=
1

τ0
−

√
1

τ20
− 4g2,

1

τ2
=
1

τ0
+

√
1

τ20
− 4g2. (2.31)

На рис. 2.2 приведены графики зависимости эволюции
населенности верхнего уровня в зависимости от точности
измерения. Видно, что при увеличении точности измерения
(τ0 → 0) система сколь угодно долго остается на верхнем
уровне.
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Глава 3

Элементы классической
теории информации

3.1 Количество информации

Состояние классических логических элементов, элементов
памяти, а также различных каналов связи описывается
небольшим количеством макроскопических параметров, ко-
торых, однако недостаточно для того, чтобы считать состо-
яние такой физической системы полностью определенной,
поскольку оно представляет собой совокупность огромно-
го числа не доступных контролю микросостояний. Для от-
ражения этого понятия в статистической физике вводится
понятие энтропии системы S (мы будем называть ее физи-
ческой энтропией):

S = κ ln∆Γ, (3.1)

где κ — постоянная Больцмана, ∆Γ — статвес, равный числу
микросостояний, охватываемым макросостоянием системы.
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С понятием физической энтропии тесно связано понятие
информационной энтропии H, которая с классической точ-
ки зрения является мерой недостатка информации о систе-
ме. Информационную энтропию Шеннона определяют сле-
дующим образом [1]:

H = log2∆Γ = −
∑

pn log2 pn,
∑

pn = 1, (3.2)

где pn — вероятность n-го микросостояния макроскопиче-
ской системы.

Количество информации I (или просто информация) о
состоянии классической системы, получаемое в результате
измерений внешним прибором определяется как разность
начальной информационной энтропии H0 и информацион-
ной энтропии состояния системы после измерения H:

I = H0 −H.

В идеальном случае, когда отсутствуют шумы и помехи, со-
здаваемые внешними источниками в канале связи, конечное
распределение вероятностей сводится к определенному зна-
чению

pn =

{
1, if n = n0

0, if n 6= n0
,

т.е. H = 0 и максимальное значение энтропии будет опре-
деляться соотношением Imax = H0. Таким образом инфор-
мационная энтропия Шеннона имеет смысл максимальной
информации в системе, которая может быть определена в
идеальных условиях отсутствия шумов и помех.
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Рис. 3.1: Физическая модель логического элемента, имеющего два
устойчивых положения. Частица может находится в двух устойчивых
положениях “0” и “1”.

Рассмотрим в качестве примера логический элемент, ко-
торый может находиться в одном из двух равновероятных
состояниях. Обозначим их 0 и 1. В качестве физической мо-
дели можно представить себе двугорбую яму (см. рис. 3.1):

Нетрудно определить, что для этого случая ∆Γ = 2 и
максимальное количество информации равно единице, ко-
торую принято называть битом

Imax = log2∆Γ = 1 бит

Таким образом, информационная энтропия определяет
число битов, которое требуется для кодирования информа-
ции в рассматриваемой системе или сообщении.

Изменение физической энтропии двухуровневого элемен-
та, соответствующее изменению информации на один бит
равно (т.е. уменьшение энтропии при точном измерении где
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— справа или слева — находится частица на рис. 3.1):

∆S = −κ ln 2

При этом сам элемент переключается в неравновесное со-
стояние относительно окружения.

При переключении элемента над ним производится ра-
бота ∆A, которая согласно первому началу термодинамики
идет на изменение его внутренней энергии ∆U и на тепло
−∆Q, передаваемое термостату:

∆A = ∆U− ∆Q = ∆U+ T∆ST

где −∆Q = T∆ST , T = const — температура термостата,
∆ST — изменение энтропии термостата.

Минимальная работа ∆Amin будет в случае, когда сум-
марная энтропия логического элемента и термостата не из-
меняется (так называемый термодинамически обратимый
процесс), т.е. ∆S+ ∆ST = 0 и температура T постоянна:

∆U− ∆Q > ∆Amin = ∆(U− TS) = ∆F, (3.3)

где ∆F — изменение свободной энергии логического элемен-
та, определяющая ту часть изменения внутренней энергии,
которая может быть восстановлена в виде обратимой рабо-
ты.

К фундаментальным понятиям теории информации от-
носится термодинамический предел для энергии переклю-
чения, определяемое как предельное значение ∆Amin = ∆F,

44



которую необходимо сообщить логическому элементу для
того, чтобы термодинамически обратимым образом переве-
сти его в состояние, отличающееся от исходного на 1 бит
информации. Полагая в (3.3) ∆U = 0, получаем:

∆Amin = ∆Fmin = κT ln 2 (3.4)

∆Amin ' 3× 10−21 Дж при T = 300 K.
Рассмотрим, что значит все вышесказанное для модели

логического элемента на рис. 3.1. Для того, чтобы произве-
сти переключение частице в логическом элементе надо со-
общить как минимум энергию, равную высоте энергетиче-
ского барьера E0 для того, чтобы она оказалась на его вер-
шине. Далее частица “сама” свалится в конечное состояние.
Из уравнения (3.4) следует, что E0 = κT ln 2. Эта энергия
в результате переключения вся переходит в тепло (когда
частица сваливается в конечное состояние и релаксирует к
состоянию равновесия). Заметим, однако, что при условии
(3.4) вероятность того, что частица под действием тепловых
флуктуаций случайно перейдет в другое состояние, доволь-
но велика. Ее можно оценить как

p ' exp

(
−
∆Amin

κT

)
=
1

2
,

Поэтому обычно выбирают энергию переключения с запа-
сом по сравнению с (3.4): ∆Amin = 4κT .
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3.2 Пропускная способность канала

В теории информации фундаментальным является также
вопрос о максимальном количестве информации, которое
можно передать по коммуникационному каналу (в качестве
канала может рассматриваться и логическое устройство).
В идеальном канале без помех и шумов информация мо-
жет передаваться c неограниченной скоростью (очевидно,
что каждый бит в этом случае может кодироваться, напри-
мер, сколь угодно коротким импульсом). При наличии же
шумов эта скорость ограничена. Для характеристики мак-
симальной скорости передачи информации по каналу (или
через логическую структуру) вводится понятие пропускной
способности или емкости канала C:

C = lim
t→∞ Im(t)t ,

где t — длительность передаваемого сообщения, Im(t) —
максимальное количество информации, которое может быть
передано за время t при оптимальном кодировании и с ис-
чезающе малой ошибкой при t → ∞. Для стационарного
процесса пропускная способность определяется как

C = Im∆f,

где ∆f — ширина полосы частот, пропускаемой каналом свя-
зи, Im — максимальное количество информации на единицу
частотного интервала.
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Если характеризовать канал шириной полосы fmax =

1/2t, то при мощности N = κT/2t случайных помех, со-
здаваемых тепловым окружением, пропускную способность
можно определить с помощью формулы Шеннона:

C =
Im

2t
=
1

2t
log2

(
1+

P

N

)
,

где P/N — отношение сигнала к шуму (P — мощность сиг-
нала). Шеннон доказал, что при условии оптимального ко-
дирования передача информации по каналу при наличии
шумов возможна с исчезающе малой ошибкой.

Информационный процесс в логическом элементе можно
характеризовать также энергией, требуемой для передачи
одного бита. Эта энергия Ebit называется энергетической
ценой одного бита и определяется выражением Ebit = P/N.
Получаем:

Ebit =
2Pt

Im
=

2Pt

log2
(
1+ 2Pt

κT
) = κT ln 2

2Pt
κT

ln
(
1+ 2Pt

κT
) (3.5)

В отсутствие шумов T → 0 энергетическая цена может
быть произвольно мала. При наличии шумов минимизируя
выражение (3.5) получим :

Emin bit = κT ln 2,

которое совпадает с (3.4). Необходимо заметить, что это вы-
ражение соответствует предельно малой энергии Pt → 0,
т.е. при конечном времени переключения t и конечной тем-
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пературе соответствуют предельно малой скорости переда-
чи информации C→ 0. Поскольку в реальных условиях пе-
редача сигнала должна происходить с конечной скоростью
C, то для энергетической цены получим

Ebit > Emin bit = κT ln 2.

3.3 Обратимые логические операции

Возникает вопрос: а нельзя ли преодолеть термодинамиче-
ский предел ∆Amin (3.4)? Оказывается можно! Это особенно
легко понять на модели логического элемента, изображен-
ного на рис. 3.1. Ведь предел (3.4) есть плата за то, что
энергия, равная высоте барьера E0 необратимо рассеивает-
ся в тепло. Но ведь можно перевести частицу через барьер,
затрачивая как можно меньше энергии в тепло. Например,
если связь с термостатом соответствует вязкому трению, то
такое обратимое переключение должно быть осуществлено
очень медленно (так называемая адиабатически динамиче-
ская логика).

Ландауэром было показано, что если в логическом эле-
менте происходит логически необратимая операция, то оно
неизбежно вызывает диссипацию энергии (3.4) на каждую
такую операцию. Классическим примером логически необ-
ратимой операции является стирание. Например, логиче-
ская операция AND: в результате ее действия из двух битов
на входе получается только один бит на выходе и нет спо-
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Рис. 3.2: Схема бездиссипативного считывания информации о нали-
чии бита в ячейке. Наличие или отсутствие белого шара в ячейке, со-
стоящей из упругих отражателей, проверяется черным шаром. Если в
ячейке есть белый шар, то черный шар изменяет направление своего
движения.

соба логически восстановить первоначальное состояние. В
современных компьютерах реализуются именно такие необ-
ратиные операции.

Однако можно сконструировать компьютер из логически
обратимых элементов. Беннет предложил умозрительную
схему компьютера, состоящего из упруго сталкивающих-
ся шаров. В качестве примера на рисунке (3.2) приведена
бездиссипативная схема считывания информации о нали-
чии бита в ячейке. Это фактически ячейка дублирования
(FANOUT) данных,

Для примера ячейки с потенциальной ямой (рис. 3.1), пе-
реключение можно совершить без затраты энергии, если во
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NOT

a

b

Toffoli gate a′ = a

b′ = b

c c′

a

b

c SWAP

Fredkin gate a′ = a

b′

c′

Рис. 3.3: Схемы обратимых вентилей Тоффоли и Фредкина.

время переключения профиль ямы определенным образом
деформировать.

Фредкиным и Тоффоли были предложены универсаль-
ные логически обратимые ячейки (гейты), которые могут
быть и физически обратимыми (например, в умозрительном
баллистическом компьютере со сталкивающимися упруги-
ми шарами). Их универсальность означает. что из них мож-
но получить любые используемые гейты в логически обра-
тимом варианте. Их схемы приведены на рис. 3.3.

Гейт Тоффоли обозначается как CCNOT (controled-
controled NOT, т.е. дважды контролируемое НЕ). Две кон-
тролирующие линии a и b дублируются на выходе. К линии
c применяется операция NOT , если только на входе обоих
контролирующих линий есть по биту (a = b = 1). В про-
тивном случае состояние c дублируется на выходе.

Гейт Фредкина обозначается как CSWAP (controlled
SWAP, т.е. контролируемый обмен). Контролирующая ли-
ния a дублируется на выходе. Линии b и c обмениваются
состояниями, если на входе контролирующей линии есть бит
(a = 1). В противном случае линии b и c дублируются на
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NOT

b b′ = b

c c′

Рис. 3.4: Схема элемента CNOT. Контролирующая линия b дублиру-
ется на выходе. К линии c применяется операция NOT, только если
на входе линии b есть бит (b = 1). В противном случае состояние c
дублируется на выходе.

Таблица 3.1: Определение действия некоторых логических операций.
A B AND ∩ OR ∪ XOR (CNOT) ⊕ NOT B
0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 1
1 1 1 1 0 0

выходе.
Другим примером более простой обратимой (но не уни-

версальной) ячейки является CNOT (controlled-NOT, т.е.
контролируемое НЕ), изображенная на рис. 3.4. Более ком-
пактные общепринятые обозначения ячеек CNOT и СCNOT
изображены на рис. 3.5.

Определение логических операций операций приведены
в Таблице 3.1.

Приведем пример использования ячеек CNOT И CCNOT
для сложения двух чисел, каждое из которых меньше или
равно 1. Пусть в двоичной системе эти числа записываются
как 0a и 0b, где a, b = 0, 1. Тогда схема, изображенная на
рис. 3.6, будет вычислять их сумму 0a+ 0b = cd.
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a a′ = a

c c′ = c⊕ a

b b′ = b

c c′ = c⊕ a ∩ b

a a′ = aCCNOT

CNOT

Рис. 3.5: Общепринятое обозначение гейтов CNOT и CCNOT. Знак ⊕
обозначает сложение по модулю 2, т.е. это обычное сложение, но для
случая a = b = 1 результат равен 0. Знак ∩ означает логическую
операцию И.

b b′ = b

c = 0 c′ = c⊕ a ∩ b

a a′ = a

d = 0 d′ = d⊕ a⊕ b

Рис. 3.6: Схема вычисления суммы. В выходные регистры c, d запи-
сывается сумма a+ b в двоичном виде.
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3.4 Количество квантовой информации

Понятие информационной энтропии, введенное фон Нейма-
ном [2] (энтропия фон Неймана), является основным поня-
тием квантовой теории информации и определяется выра-
жением:

S(ρ) = −Sp ρ̂ log2 ρ̂ > 0, (3.6)

Spρ̂ = 1,

где ρ̂ — матрица плотности. Нетрудно видеть, что для чи-
стого состояния энтропия S(ρ) = 0, что означает его полную
определенность. Поскольку энтропия фон Неймана инвари-
антна относительно представления, то ее удобно рассчиты-
вать переходя в диагональное представление.

Рассмотрим значение информационной энтропии H и эн-
тропии фон Неймана S для двухуровневой частицы (кубит).
Пусть частица находится в состоянии с определенным спи-
ном, например,

|ψ〉 = |z+〉.
Тогда

ρ̂ = |z+〉〈z+| =
(
1 0

0 0

)
, (3.7)

H = 0, S = 0.

Для этого случая информационная энтропия и энтропия
фон Неймана совпадают и равны нулю.
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Теперь пусть частица находится в смешанном состоянии

|ψ〉 = 1√
2

(
|z+〉+ |z−〉

)
.

В этом случае матрица плотности равна:

ρ̂ = |ψ〉〈ψ| = 1

2

(
1 1

1 1

)
Нетрудно посчитать, что информационная энтропия равна
H = log2 2, т.е. одному биту. Чтобы вычислить энтропию
фон Неймана, надо перейти к диагональному представле-
нию. В нашем случае нетрудно заметить. что

|ψ〉 = 1√
2

(
|z+〉+ |z−〉

)
= |x+〉.

В этом представлении матрица плотности диагональна и
имеет вид:

ρ̂ = |x+〉〈x+| =
(
1 0

0 0

)
.

Отсюда сразу получаем, что

S = 0.

В общем случае выполняется равенство (лемма Клейна):

S(ρ) 6 H.

Знак равенства относится к случаю, когда состояние ча-
стицы чистое и матрица плотности задана в диагональном
представлении.
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Смысл этого неравенства заключается в том, что эн-
тропия фон Неймана учитывает дополнительную информа-
цию, заключающуюся в недиагональных элементах матри-
цы плотности, тогда как информационная энтропия Шен-
нона эту информацию игнорирует. Это означает, что кубит
имеет значительно большую информационную емкость, чем
классический бит.
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Глава 4

Квантовая
интерференция

В этом разделе мы рассмотрим несколько примеров кванто-
вой интерференции, которые выглядят несколько парадок-
сально, по крайней мере с классической точки зрения.

4.1 Бомбовый парадокс:
качественное рассмотрение

Бомбовый парадокс был сформулирован в 1993 А. Элицу-
ром и Л. Вайдманом [3] в нарочито парадоксальной манере.
Начнем с качественного рассмотрения.

Пусть на складе военной базы (или секретной службы)
находятся супер-бомбы, взрыватели которых очень чувстви-
тельные: при падении единичного фотона они сдвигаются на
расстояние, которое приводит к взрыву.

Фактически такой взрыватель действует как идеальный
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невозмущающий измеритель одиночных фотонов: либо он
регистрирует 0 (нет фотонов), либо — 1, т.е. есть фотон (по-
сле этого происходит взрыв). Невозмущаемость измерителя
здесь означает, что при регистрации фотон не уничтожается
(как например, при регистрации фотодетектором).

Известно, однако, что взрыватели части бомб неисправ-
ны (замяты) и двигаться не могут. Военному специалисту
Васе (выпускнику физфака) командование поставило зада-
чу выбрать хотя бы одну заведомо исправную бомбу дабы
положить (в темноте, разумеется) ее в чемодан спец-агента
ХХХ.

Казалось бы, что эта задача не разрешима. Но Вася ока-
зался не прост и нашел решение. Он соорудил установ-
ку, изображенную на рис. 4.1. Это интерферометр Маха-
Цандера, одно из отражающих зеркал (B) которого являет-
ся взрывателем супер-бомбы. Входной и выходной светоде-
лители с вероятностью 50% пропускают или отражают свет.

На вход интерферометра подается свет от лазера, даю-
щего только одиночные фотоны. Это можно сделать за счет
уменьшения интенсивности лазера, если поставить на его
входе серый фильтр. Коэффициент прозрачности фильтра
должен быть настолько мал, чтобы через него проходили
только одиночные фотоны.

Вася отрегулировал длину плечей так, что фотоны по-
падают только на детектор L, если зеркало B неподвижно.
Поэтому если взрыватель бомбы неисправен и двигаться не
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может (и его положение известно Васе), то регистрировать
фотоны будет только детектор L.

В этом случае нельзя сказать, по какому из
плеч интерферометра прошел фотон. Это явля-
ется условием того, что после интерференции на
выходном зеркале фотон попадет на детектор L.

Теперь рассмотрим, что будет, если взрыватель бомбы ис-
правен. Повторим, такой взрыватель действует как идеаль-
ный измеритель одиночных фотонов: либо он регистрирует
0 (нет фотонов), либо — 1, т.е. есть фотон. В этом случае
происходит редукция волновой функции фотона, после чего
волна пойдет только по одному из плеч интерферометра, а
в другом плече волны не будет.

Примерно с равной вероятностью 1/2 фотон пройдет че-
рез зеркало B, либо через зеркало C. В первом случае, к
сожалению, произойдет взрыв и Васе надо собирать новую
установку (или командованию искать нового Васю). Одна-
ко, во втором случае (когда фотон пойдет через зеркало
C) фотон после выходного зеркала может с равной вероят-
ностью попасть либо на детектор U, либо на детектор L.
Тогда, зарегистрировав фотон в детекторе U, Вася будет
точно знать, что бомба исправна.

Легко сообразить, что Вася выберет около 1/4 из общего
числа всех исправных бомб, столько же (1/4) будут ошибоч-
но отнесены к неисправным и примерно 1/2 всех исправных
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Рис. 4.1: Схема интерферометра Маха-Цандера, одно из непрозрачных
зеркал которого является взрывателем супер-бомбы.

бомб будет взорвана.

4.2 Бомбовый парадокс:
математическое описание

На входе интерферометра (перед светоделителем A) мы
имеем фотон в одном входе и вакуум — во втором. Состоя-
ние, поступающее на входной светоделитель интерферомет-
ра можно описать как

|ψin〉 = a†|00〉 = |10〉 (4.1)

Здесь оператор a† относится к моде лазера. Через v, v† обо-
значаю аналогичные операторы, относящиеся к вакуумной
моде (пунктирная стрелка на рис. 4.1).
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4.2.1 Светоделитель A

Нетрудно выразить (в представлении Гейзенберга) операто-
ры рождения выходных мод ab (в плече B) и ac (в плече
C):

ab =
a+ v√
2
, ac =

a− v√
2

(4.2)

Отсюда можно выразить оператор a для входного поля че-
рез операторы выходного поля: a = ab+ac√

2
и, подставив его

в (4.1), получить состояние поля после светоделителя:

|ψafterA〉 =
a†b + a

†
c√

2
|00〉 = 1√

2
(|10〉+ |01〉) (4.3)

Это можно делать, так как вакуумное состояние |00〉in для
поля до светоделителя, которое фигурирует в (4.1), и ва-
куумное состояние |00〉afterA для поля после светоделителя
неразличимы.

Мы видим, что светоделитель действует на входное со-
стояние следующим образом:

|10〉⇒ 1√
2
(|10〉+ |01〉) , (4.4a)

|01〉⇒ 1√
2
(|10〉− |01〉) (4.4b)

Таким образом после светоделителя мы имеем состояние,
в котором один фотон распределен между двумя модами.
При этом, например, член |10〉 имеет следующий смысл: в
моде, соответствующей пути B есть фотон, в моде C — нет.
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4.2.2 Cветоделитель D

Нетрудно получить состояние поля перед вторым светоде-
лителем, если зеркало B неподвижно. Для этого просто надо
учесть эволюцию операторов a†b и a†c:

a†b|beforeD = eiωlb/c a†b = e
iωL/c eiφ a†b, (4.5a)

L =
lb + lc
2

, φ =
(lb − lc)ω

2c
, (4.5b)

a†c|beforeD = eiωlc/c a†c = e
iωL/c e−iφ a†c. (4.5c)

где lb (lc) — оптическая длина плеча B (C). Подставив
это в (4.3), получим состояние поля перед вторым светоде-
лителем:

|ψbeforeD〉 =
eiωL/c√
2

(
eiφ|10〉+ e−iφ|01〉

)
(4.6)

Можем выразить операторы поля после светоделителяD
(до детекторов):

aL =
abe

iωlB/c + ace
iωlC/c

√
2

= eiωL/c
(
a+ ν

)
eiφ +

(
a− ν

)
e−iφ

2
=

= eiωL/c (a cosφ+ iν sinφ) , (4.7a)

aD =
−abe

iωlB/c + ace
iωlC/c

√
2

= eiωL/c
−
(
a+ ν

)
eiφ +

(
a− ν

)
e−iφ

2
=

= eiωL/c (−ia sinφ− ν cosφ) (4.7b)

Используя (4.7), можно выразить a через aL, aD:

a = e−iωL/c (aL cosφ+ aD i sinφ) (4.8)
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и подставить в (4.1):

|Ψafter D〉 = eiωL/c (cosφ|10〉+ i sinφ |01〉) (4.9)

Очевидно, при φ = 0 (т.е. при равенстве оптических путей
lb = lc) на выходе второго светоделителя будет состояние

|ψafterD〉 = eiωlb/c |10〉, (4.10)

т.е. фотон с вероятностью 1 окажется в моде, регистрируе-
мой детектором L. Наоборот, при разности путей в полдли-
ны волны lb = lc ± πc/ω (φ = π/2) фотон с вероятностью
1 окажется в моде, регистрируемой детектором U.

Ниже будем считать. что оптические пути одинаковы или
отличаются на целое число длин волн.

4.2.3 Описание измерения

Как уже упоминалось, супер-бомба с исправным взрыва-
телем фактически является неразрушаюшим измерителем
энергии в плече B. Повторим, слово “неразрушающий” от-
носится, конечно, к фотону — после отражения от взры-
вателя фотон не уничтожается (чего не скажешь, к сожа-
лению, о бомбе). В результате измерения возможно только
два результата: взрыватель регистрирует или не регистри-
рует фотон (в нашем случае оба результата равновероятны).
Процесс измерения описывается операторами-проекторами:

n̂1 = |1〉b〈1|b, n̂0 = |0〉b〈0|b, (4.11)
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где операторы n̂1 и n̂0 описывают регистрацию и нереги-
страцию фотона соответственно. Индекс b показывает, что
измерения производятся в плече B.

Если мы регистрируем фотон и в плече B, и в плече C,
то при наличии на входе лишь одного фотона операторы-
проекторы будут

nb = 1〉b〈1|b 0〉c〈0|c, nc = 0〉b〈0|b 1〉c〈1|c , (4.12)

где оператор nb соответствует регистрации фотона в плече
B и нерегистрации – в плече C, оператор nc — наоборот.

Допустим, что взрыватель зарегистрировал фотон (опу-
стим пока неизбежность взрыва). Произойдет редукция вол-
новой функции и состояние поля после измерения будет

1

N
n̂1ψafterA = |10〉, (4.13)

где N — нормировочный множитель. Мы видим, что после
такого результата измерения состояние значительно изме-
нилось — фотон присутствует в моде B и отсутствует в моде
C.

Теперь нетрудно найти, что после второго светоделителя
состояние поля будет

|ψafterDnb=1〉 =
1√
2
(|1L0U〉− |0L1U〉) , (4.14)

где, например, состояние |1L0U〉 означает, что фотон присут-
ствует в моде, регистрируемой детектором L и отсутствует
в моде детектора U.
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Нетрудно показать, что если взрыватель не регистрирует
фотон, то состояние поля тоже кардинально меняется:

1

N
n̂0ψafterD = |01〉,

|ψafterDnb=0〉 =
1√
2
(|1L0U〉+ |0L1U〉) ,

Для нас важно, что при любом результате измерения фо-
тон “размазывается” между выходами и с равной вероятно-
стью он может быть зарегистрирован обоими детекторами.
Поэтому, если детектор U зарегистрирует фотон, то Вася
будет точно знать, что измерение произошло, т.е. супер-
бомба исправна и он ее может спокойно передать агенту
ХХХ.

Задача (16).

4.3 Интерференция на двух щелях

Разобранный бомбовый парадокс является иллюстрацией
существования и разрушения квантовой интерференции.
Рассмотрим в качестве пример опыт Юнга.

Эксперимент на двух щелях (также известный как двух-
щелевой интерферометр Юнга) — первый вариант двухще-
левого опыта, проведённого Томасом Юнгом в 1803 г. Этот
опыт демонстрирует классическую интерференцию и ди-
фракцию света, что является доказательством справедли-
вости волновой теории света.
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Рис. 4.2: Опыт Юнга

В опыте пучок монохроматического света направляет-
ся на непрозрачный экран с двумя параллельными щеля-
ми, позади его устанавливается проекционный экран — см.
рис. 4.2. При ширине прорезей меньше или порядка длины
волны излучаемого света, на проекционном экране получа-
ется целый ряд чередующихся интерференционных полос.

Согласно принципу Гюйгенса, каждая щель является ис-
точником вторичных волн. Вторичные волны достигнут то-
чек, находящихся на экране на равном удалении от щелей, в
одной фазе, следовательно, на серединной линии экрана их
амплитуды сложатся, что создаст максимум яркости. Боко-
вые максимумы расположатся симметрично по обеим сторо-
нам в точках, для которых разность хода световых пучков
равна целому числу волн.

В тех точках на экране, где разность хода равна нечёт-
ному числу полуволн, волны окажутся в противофазе — их
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Рис. 4.3: Опыт Юнга: интерференция электронов.

амплитуды компенсируются, что создаст минимумы ярко-
сти (тёмные полосы).

Этот опыт относится к экспериментам с “двойным пу-
тем”, в которых первоначальная волна разделяется на две
раздельные, которые впоследствии снова объединяются в
одну. Изменения длины пути обеих волн приводят к сдвигу
фаз, создавая интерференционную картину.

Опыт с электронами (рис. 4.3) вместо света демонстриру-
ет аналогичную интерференционную картину, длина волны
(а следовательно, и масштаб интерференционной картины)
теперь определяется длиной волны электронов.

Опыт может быть сделан с намного более крупными мо-
лекулами, чем электроны и фотоны, хотя он становится бо-
лее сложным. Крупнейшими объектами, для которых был
проведен опыт с двумя щелями, были молекулы, каждая из
которых содержала 810 атомов (общая масса — более 10000
атомных единиц массы) [4]. Фактически эти опыты являют-
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Рис. 4.4: Опыт Юнга: интерференция атомов.

ся прекрасным подтверждением корпускулярно-волнового
дуализма, заложенного в квантовой механике: с одной сто-
роны молекулы — вполне осязаемые частицы (они регистри-
руются матрицей детекторов, т.е. их положение хорошо ло-
кализуется детектором), а с другой — они демонстрируют
волновые свойства, длина волны λ де Бройля определяется
их импульсом mv:

}
(
2π

λ

)
= mv (4.15)

Двухщелевой опыт стал классическим мысленным экспе-
риментом, как яркий пример демонстрации сущности кван-
товой механики. Неслучайно Ричард Фейнман считал, что
в этом явлении “заложено сердце квантовой механики”.

В качестве иллюстрации рассмотрим схему дифракции
атомов на двух щелях, представленную на рис. 4.4. Бу-
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дем считать, поток атомов монокинетезированным, т.е. ско-
рость v атомов хорошо определена. На плоскостиD детекто-
ры регистрируют атомы. Набирая достаточно большую ста-
тистику (много зарегистрированных атомов), эксперимента-
тор может получить дифракционную картину.

В дифракционном двухщелевом опыте с частицами клю-
чевым является то, что волны от разных щелей коррелиро-
ваны и интерферируют на поверхности D. С точки зрения
квантовой механики это означает, что после прохождения
щелей атом находится в суперпозиции

ψafter slits =
|1〉+ |2〉√

2
(4.16)

На плоскости D детекторов волновая функция атома в точ-
ке A записывается в виде:

ψA =
|1〉eikL1A + |2〉eikL2A√

2
, (4.17)

где k = 2π/λ, cм. также обозначения на рис. 4.4.
Распределение плотности вероятности определяется

квадратом модуля |ψA|
2. Нетрудно показать, что результат

полностью совпадает c формулой, полученной классически.

Подчеркнем, что приведенное рассмотрение осно-
вано на том, что мы принципиально не знаем, че-
рез какую щель прошел атом.

А что будет, если мы знаем, по какому пути (which-path)
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прошел атом? Для этого рассмотрим модифицированную
схему на рас. 4.4.

Атом имеет поступательную степень свободы и внутрен-
нюю, определяющую, на каком энергетическом уровне атом
находится. В принципе эти степени свободы не связаны друг
с другом, по крайней мере это так в классической физике.
Будем использовать ридберговские атомы, которые можно
рассматривать как двухуровневые системы. Считаем, что
атомы (двухуровневые системы) в набегающем потоке на-
ходятся в верхнем состоянии.

Частота переходов ридберговского атома лежит в СВЧ
диапазоне. Поэтому мы можем на месте щелей расположить
СВЧ резонаторы, одна из частот которых совпадает с ча-
стотой перехода атома. Первоначально резонаторы пусты,
т.е. не содержат СВЧ квантов. Мы также подбираем длину
резонаторов так, чтобы за время взаимодействия (пролета)
атом перешёл бы в нижнее состояние, отдав СВЧ квант ато-
му. Регистрируя появление СВЧ кванта в резонаторе, мы
получим информацию, по какому пути пролетел атом.

В принципе достаточно резонатора лишь в одной щели.
Действительно, если даже резонатор оказался пустым по-
сле пролета атома, но атом зарегистрирован детекторами
на плоскости D — это означает, что атом пролетел через
щель без резонатора.

С точки зрения классики, взаимодействие атома с резо-
натором касается только внутренних степеней свободы ато-
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ма и не должно влиять на поступательную степень (ответ-
ственную за дифракцию). Однако это не так в квантовой
механике. Ведь взаимодействие атома с резонатором дает
информацию, каким путем пролетел атом, а значит, про-
изойдет редукция волновой функции и после прохождения
щели она будет иметь вид:

ψreg. 1
after slits = |1〉, или ψreg. 2

after slits = |2〉 (4.18)

А значит, интерференционная картина будет отсутствовать
(точнее будет соответствовать дифракции на одной щели).

Рассмотрим случай, когда регистрация, каким путем
прошел атом, не точная. Например, из-за разброса скоро-
стей атома время взаимодействия атома не оптимально и
есть вероятность, что резонатор не получит СВЧ квант по-
сле пролета атома. Или длина резонатора не соответству-
ет оптимальной. Важно, что мы можем определить, каким
путем прошел атом, лишь с какой-то конечной вероятно-
стью. В этом случае дифракционная картина будет при-
сутствовать, но с меньшей контрастностью — как показано
пунктирной линией на рис. 4.4.

4.4 Измерение без взаимодействия

Так называемое измерение “без взаимодействия” [3]
(“interaction-free measurement”1), как и бомбовый парадокс,

1Данный термин нельзя считать очень удачным, но он уже используется в литературе, и
поэтому мы будем им пользоваться.
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Рис. 4.5: Простой вариант схемы измерения “без взаимодействия”: (a)
длины плеч интерферометра подобраны так, что весь свет отражается
обратно в лазер; (b) если в одно из плеч вставить поглощающий объект,
то появится ненулевая вероятность попадания фотонов на детектор D.

принадлежит к тому классу чисто квантовых явлений, где
одновременно работают как волновые, так и корпускуляр-
ные свойства квантовых объектов.

В принципе, измерение “без взаимодействия” может быть
реализовано на основе различных схем. Это может быть ин-
терференция на двух щелях, интерферометр Маха-Цандера
[3]) или Майкельсона [5, 6]. Рассмотрим последний вариант.

Пусть имеется интерферометр Майкельсона, в котором
расстояния между центральным светоделителем и зеркала-
ми N и E подобраны так, чтобы все излучение от источ-
ника света отражалось обратно и на фотодетектор D ни-
чего не попадало [см.рис. 4.5(a)]. Если теперь в одно из
плеч интерферометра вставить поглощающий свет объект
[см. рис. 4.5(b)], то интерференция нарушится и появится
конечная вероятность срабатывания детектора.

Рассмотрим случай, когда в интерферометр был запу-
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щен один фотон. При наличии поглощающего объекта, по-
скольку интерференция отсутствует (разветвившиеся пути
эволюции фотона никогда не сходятся вновь), этот фотон
можно рассматривать как классическую частицу. Для него
будут возможны три исхода:

• С вероятностью p− = R, где R — коэффициент отра-
жения центрального светоделителя, он может пойти по
пути, перекрытому объектом, и поглотиться им (будем
называть такой результат неудачным).

• C вероятностью p+ = RT , где T = 1− R, пойти по вто-
рому пути и попасть на детектор (удачный результат).

• C вероятностью p0 = T 2 — также пойти по второму пу-
ти, но вернуться к источнику (на рис. 4.5(b) — налево).

В последнем случае можно зарегистрировать фотон допол-
нительным детектором, чтобы отличить этот исход от слу-
чая, когда фотон поглотился объектом.

Удачный результат (который, в соответствии со своим на-
званием, собственно и является целью эксперимента), позво-
ляет сделать однозначный вывод, что один из путей интер-
ференции перекрыт. В то же время, в этом случае с неко-
торой долей условности можно утверждать, что фотон на
своем пути к детектору не проходил по этому пути и не вза-
имодействовал с перекрывающим этот путь объектом (ина-
че он бы поглотился им). Такое рассуждение, основанное
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на представлении о фотоне как о классической частице, и
привело к термину “измерение без взаимодействия”.

Неудачный результат также позволяет зарегистрировать
наличие объекта, но “неинтересным” способом: фотон явно
провзаимодействовал с ним.

Нейтральный результат соответствует ситуации “пропус-
ка цели”: фотон попал туда, куда он мог попасть и при от-
сутствии объекта. В этом случае эксперимент можно повто-
рить заново, и так до тех пор, пока не будет получен либо
удачный, либо неудачный результат, или же пока итоговая
вероятность “пропуска цели” P0 = pN0 (N — число повторе-
ний) не станет меньше некоторого наперед заданного поро-
га. Вероятности удачного и неудачного результата при этом,
как легко показать, будут равны

P+ =
1− pN0
1− p0

p+ → p+

p+ + p−
, (4.19a)

P− =
1− pN0
1− p0

p− → p−

p+ + p−
. (4.19b)

Хотелось бы сразу подчеркнуть, что однозначного ответа
на вопрос, имеет ли здесь место взаимодействие с объектом
“на самом деле”, невозможен, по крайней мере в рамках со-
временной физики: он зависит от исповедуемой интерпре-
тации квантовой механики. Причем спектр ответов, дава-
емых различными интерпретациями, помимо простых “да”
и “нет” включает также и варианты “да, но в параллельной
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Рис. 4.6: Используя дополнительные зеркала в “южном” и “западном”
плечах, можно довести квантовую эффективность схемы “измерения
без взаимодействия” до величины, сколь угодно близкой к единице.

Вселенной” и “не знаем и знать не можем”. Разумно подойти
к этому явлению позитивистским образом, то есть с чисто
“потребительской” точки зрения рассмотреть ограничения
и возможности такого класса измерений.

Из (4.19) (при N→∞) можно найти квантовую эффек-
тивность простой схемы измерения “без взаимодействия”,
приведенной на рис. 4.5

P+ =
T

1+ T
. (4.20)

При T = 0.5 (светоделитель делит свет пополам) P+ = 1/3.
при T → 1 она больше и близка к 1/2.

Было показано, что добавив к интерферометру Майкель-
сона дополнительное зеркало S в “южном” плече, можно до-
вести квантовую эффективность до величины, сколь угодно
близкой к единице [7]. В схеме, где имеется еще одно допол-
нительное зеркало в “западном” плече (см. рис. 4.6), вероят-
ности как неудачного, так и нейтрального результата могут
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a) b) c)

Рис. 4.7: При измерении “без взаимодействия” возмущение импульса
объекта имеет место только если он частично перекрывает луч света
(случай с).

быть сделаны сколь угодно малыми даже при однократном
измерении [8].

Принято считать, что локализация объекта (то есть полу-
чение информации о его координате при измерении) должна
сопровождаться возмущением его импульса. Дополнитель-
ный случайный импульс при этом должен быть обеспечен
измерителем.

Измеритель “без взаимодействия”, казалось бы, не мо-
жет сделать этого. Действительно, если объект находится
вне интерферометра, то он не может получить никакого
импульса от поля в последнем [см. рис. 4.7(a)]. Если объ-
ект находится внутри своего плеча интерферометра, цели-
ком перекрывая его, то возмущение его импульса также от-
сутствует, поскольку в этом случае фотоны не попадают в
это плечо [рис. 4.7(b)]. Однако возможен третий, промежу-
точный, случай, когда объект частично перекрывает плечо
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Рис. 4.8: В “да-нет” измерении возмущение импульса может быть равно
нулю.

интерферометра. В этом случае фотоны будут с некоторой
конечной вероятностью попадать в северное плечо, рассе-
иваться на объекте и передавать ему случайный импульс
[рис. 4.7(c)].

Рассмотренная ситуация имеет место не только для из-
мерения “без взаимодействия”. Рассмотрим простой пример,
изображенный на рис. 4.8 и являющийся вариантом извест-
ного метода “ножа и щели”. Здесь требуется определить ме-
стонахождение отражающего свет объекта M на оси x. Для
этого на место его предполагаемого расположения посыла-
ется луч света, который либо не отражается от объекта и
регистрируется фотодетектором D1 [рис. 4.8(a)], либо отра-
жается и регистрируется фотодетектором D2 [рис. 4.8(b)].
Возмущение импульса объекта очевидно отсутствует в слу-
чае (а). В случае (b) возмущение x-компоненты импульса,
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в принципе, может быть сделано сколь угодно малым, так
как при отражении света от идеально отражающего зеркала
последнему в тангенциальном направлении (вдоль оси x) не
передается никакого импульса. Возмущение x-компоненты
импульса здесь также имеет место только в том случае,
когда луч касается края объекта и дифрагирует на нем
[рис. 4.8(c)].

В обоих рассмотренных примерах измеритель дает ин-
формацию не о координате объекта, а о том, находится ли
его координата в некотором заданном диапазоне значений.
Впервые квантовые измерения такого типа были рассмотре-
ны в книге [2]. Измеряемой величиной в них являются би-
нарные наблюдаемые — Eigenschaften (в русском переводе
книги — альтернативные свойства), которые могут при-
нимать лишь два значения: “да” или “нет”. Такие измерения
называют “да-нет” измерениями.

Известным примером “да-нет” измерения является про-
цедура which-path [9], в которой невозмущающим (в смысле
квантовых невозмущающих измерений [10]) образом опре-
деляется, по какому из двух возможных путей пролетела
частица в схеме интерференции с двумя щелями, которая
была рассмотрена выше в подразделе 4.3.

Интересно отметить, что which-path измерение являет-
ся фактически вариантом измерения “без взаимодействия”,
только рассматриваемого с “противоположной стороны”.
Действительно, один из резонаторов на рис. 4.4, например
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ω0 ω0 − g ω0 + g

2g
a) b)

Рис. 4.9: Резонансная кривая резонатора Фабри-Перо на просвет: а)
без атома и b) с атомом внутри.

нижний, может быть удален. Тогда мы получаем схему
измерения “без взаимодействия”: частицы, пролетевшие по
нижнему пути, и заведомо не взаимодействовавшие с резо-
натором в верхней щели, тем не менее “чувствуют” его на-
личие. Отличие от процедуры which-path здесь лишь в том,
что в ней интерферирующие частицы выступают в роли ис-
следуемых объектов, а резонаторы — в роли измерительного
прибора, а в измерении “без взаимодействия” — наоборот.

Отметим, что в разобранной схеме на рис. 4.5 можно
вместо поглотителя использовать резонатор Фабри-Перо и
проверять “без взаимодействия”, есть или нет атом внутри
него. Напомним, резонансный свет, падающий на резонатор
Фабри-Перо с одинаковыми зеркалами (частично пропуска-
ющими), полностью проходит через него. Поэтому пустой
резонатор Фабри-Перо будет себя вести как полностью по-
глощающий объект для падающих резонансных фотонов.

Пусть частота одного из переходов атома близка к соб-
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ственной частоте резонатора Фабри-Перо. Тогда этот атом,
находясь внутри резонатора, расщепляет резонансную ча-
стоту последнего:

ω0 ⇒ ω0 ± g , (4.21)

где g — частота биений Раби, см. рис. 4.9. Пусть величина
отстройки g превышает как полосу пропускания резонато-
ра Фабри-Перо γ, так и ширину линии γ⊥ атома (послед-
няя определяется собственной релаксацией двухуровневой
системы).

Будем считать, что частота фотонов равна ω0±g. Тогда
при наличии атома внутри резонатора этот резонатор бу-
дет вести себя как поглощающий объект, а при отсутствии
атома внутри него — как хорошо отражающее зеркало. Для
квантов с частотой ω0 ситуация будет противоположной.

Резонатор Фабри-Перо, удовлетворяющий условию g �
γ, а также условию g � γ⊥ (γ⊥ — постоянная распада
атома с верхнего уровня), также необходимому в такого ро-
да экспериментах, был продемонстрирован в работе [11]. В
этой работе использовался резонатор Фабри-Перо c резко-
стью (finesse) FFP = π/TFP = 4.2 × 105. При длине волны
рабочего перехода λatom ' λFP = 852.4 nm, длине резона-
тора LFP = 44.6 µm и ширине луча w0 = 29 µm частота
биений Раби ридберговского атома цезия составляла

g = 2π× 32.2× 106 сек−1 , (4.22)
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а значения γ и γ⊥ были равны

γ⊥ = 2.6× 106 сек−1 , (4.23)

γ =
πc

2FFPLFP
' 25.3× 106 сек−1 (4.24)

Коэффициент отражения отстроенного на величину g резо-
натора Фабри-Перо при этом лишь незначительно отличал-
ся от единицы:

|KFP| =
g√

γ2 + g2
' 0.992 , (4.25)

тогда как коэффициент отражения резонатора без атома ра-
вен практически нулю.

Этот пример демонстрирует, что современный техноло-
гический уровень позволяет обнаруживать “без взаимодей-
ствия” единичные атомы.

4.5 Интерферометр
с подвижным зеркалом

Начнем с опыта с двумя щелями, одна из которых подвижна
и может испытывать отдачу — рис. 4.10. Эта модификация
опыта Юнга была предложена Бором как мысленный экс-
перимент. Фактически это аналог схемы на рис. 4.4 с той
только разницей, что это схема для интерференции света,
тогда как схема на рис. 4.4 — для интерференции атомов.

Пусть поток света, падающий на щели, достаточно мал,
т.е. расстояние между отдельными фотонами велико по
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Рис. 4.10: Мысленный опыт Бора интерференции света на двух щелях,
одна (верхняя) из которых может испытывать отдачу и двигаться, то-
гда как нижняя фиксирована и не может двигаться.

сравнению с размерами установки. Тогда мы можем рас-
сматривать интерференцию отдельного фотона. А интер-
ференционные полосы появятся только после регистрации
большого числа фотонов.

Верхняя щель на пластине B висит на пружинках. Пусть
первоначально этот механический осциллятор частоты ωm

находится в основном состоянии. После пролета фотона ос-
циллятор получит случайный импульс порядка

|pdiff| ' }
2π

λ
· λ
2πd

' }
d

(4.26)

где d ширина щели.
Если верхняя щель имеет достаточно малую массуm, то

этот импульс |pdiff| будет сравним или больше, чем флук-
туационный импульс

√
〈∆2p0〉 '

√
m}ωm/2 первоначаль-

ного состояния осциллятора. Значит, после пролета фотон
и верхняя щель окажутся в переплетенном (entangled) со-
стоянии друг с другом. Это даст информацию о том, каким
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путем пролетел фотон (which-path). В этом случае интер-
ференционные полосы пропадут.

Если же масса верхней щели достаточно велика так, что
импульс, полученный от пролетевшего фотона, много мень-
ше чем

√
〈∆2p0〉, тогда информация which-pass недоступна

и интерференционные полосы будут наблюдаться отчетли-
во.

Важно, что в первом случае легкой щели интерфе-
ренция пропадет даже в том случае, если экспери-
ментатор не измеряет импульс щели после проле-
та. Все равно информация which-path записана, а
значит и интерференция пропадает.

4.5.1 Интерферометр Маха-Цандера

Рассмотрим аналогичную схему с механической отдачей, но
на примере интерферометра Маха-Цандера, следуя работе
[12] — см. рис. 4.11а. Входной луч разделяется на светоде-
лителе B1 на лучи a и b и рекомбинируют на светоделителе
B2. На выходе свет регистрируется детектором D. Другой
выход (показан пунктирной линией) не используется. Дефа-
зирующий элемент вносит разность фаз φ между плечами.
Светоделитель B1 есть часть маятника вращения, который
может вращаться вокруг оси, перпендикулярной плоскости
рисунка. Первоначально осциллятор находится в основном
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Рис. 4.11: Другие варианты мысленного опыта Бора с 2-мя щелями. а)
Интерферометр Маха-Цандера. b) Атомный интерферометр Рамзея. c)
Интерференционные кривые для атомного интерферометра в зависи-
мости от числа квантов в импульсе R1.

83



состоянии. Если светоделитель B1 имеет большую массу, то
при отражении фотона передаваемый им импульс меньше,
чем импульс

√
〈∆2p0〉 осциллятора в основном состоянии

— наблюдается дифракционная картина (показана пункти-
ром). Если же светоделитель B1 имеет малую массу, то при
отражении фотона он получает импульс больше импульса√
〈∆2p0〉 — интерференционная картина пропадает (пока-

зана сплошной прямой).
Очевидно, что после cветоделителя B1 волновая функция

фотона записывается в виде

|Ψafter B1〉 =
|Ψa〉|ΨB1,a〉+ |Ψb〉|ΨB1,b〉√

2
, (4.27)

где |Ψa〉, |Ψb〉 описывает по какому пути (a или b) прошел
фотон, тогда как вектора |ΨB1,a〉, |ΨB1,b〉 описывает состоя-
ние светоделителя после прохождения фотона.

Перед светоделителем B2:

|Ψbefore B2〉 = eiωL/c ·
eiφ|Ψa〉|ΨB1,a〉+ e−iφ|Ψb〉|ΨB1,b〉√

2
, (4.28)

где L, φ определены в (4.5).
После светоделителя B2:

|Ψafter B2〉 =
eiωL/c

2
· (4.29)

·
{
eiφ (|ΨD〉+ |ΨD1)〉|ΨB1,a〉+ e−iφ (|ΨD〉− |ΨD1) |ΨB1,b〉

}
=

=
eiωL/c

2

{
|ΨD〉

(
eiφ|ΨB1,a〉+ e−iφ|ΨB1,b〉

)
(4.30)

+|ΨD1〉
(
eiφ|ΨB1,a〉− e−iφ|ΨB1,b〉

)}
(4.31)
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Здесь |ΨD〉 соответствует фотону, падающему на детектор
D, а |ΨD2〉 – фотону в другом канале вниз (без детектора)
на рис. 4.11a.

Вероятность P(φ) того, что щелкнет детектор D, опре-
деляется формулой:

P(φ) =
1

4

∣∣∣(e−iφ〈ΨB1,a|+ eiφ〈ΨB1,b|)(eiφ|ΨB1,a〉+ e−iφ|ΨB1,b〉)∣∣∣
=
1

2

(
1+<

[
〈ΨB1,b|ΨB1,a〉e2iφ

])
(4.32)

Если светоделитель B1 достаточно тяжелый, то произве-
дение 〈ΨB1,b|ΨB1,a〉 по модулю близко к единице и P(φ) '
1
2
(1+ cos 2φ) и мы наблюдаем отчетливую интерференцию.

В случае же легкой массы светоделителя B1 произведение
〈ΨB1,b|ΨB1,c〉 по модулю будет малым и интерференция будет
подавлена.

Задача (17).

4.5.2 Атомный интерферометр “с отдачей”

Рассмотрим атомный интерферометр на рис. 4.11b как дру-
гой аналог схемы Бора на рис. 4.10. Ридберговский атом
(двухуровневая система), первоначально находившийся в
основном состоянии g, приготавливается в состояние между
уровнями e и g классическим полем R1 (аналог светодели-
теля B1). Через некоторое время перед самым детектирова-
нием атом опять подвергается воздействию классического
импульса R2 (аналог светоделителя B2). Между импульса-
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ми R1, R2 включается дополнительное поле, которое регули-
рует набег фаз между амплитудами населенностей за счет
эффекта Штарка (аналог разности хода φ на рис. 4.11a).

После воздействия импульса R1 в когерентном состоя-
нии состояние атома + светоделитель записывается в виде
аналогичном (4.27)

ΨafterR1 =
|e〉|αe〉+ |g〉|αg〉√

2
, where (4.33a)

|αe〉 =
√
2

(∑
n

Cn cos
[
Ω
√
n+ 1 tα

]
|n〉
)
, (4.33b)

|αg〉 =
√
2

(∑
n

Cn sin
[
Ω
√
n+ 1 tα

]
|n+ 1〉

)
, (4.33c)

∑
n

|Cn|
2 cos

[
Ω
√
n+ 1 tα

]
=
1

2
. (4.33d)

Здесь Cn — коэффициенты разложения когерентного поля
R1 по энергетическим состояниям, tα — длительность им-
пульса R1, определяемая уравнением (4.33d).

После воздействия второго (классического) поля R2 веро-
ятность найти атом в основном состоянии равна, ср. с (4.32):

P(g) =
1

2

(
1+<

[
〈αe|αg〉 e2iφ

])
(4.34)

Если поле R1 классическое, т.е. количество фотонов в нем
N� 1 (или на другом языке |〈αe|αg〉| ' 1), то интерферен-
ционная картина наблюдается.

Если же поле R1 квантовое, т.е. N ' 1, это аналог
квантовой отдачи в интерферометре рис. 4.11a — контраст-
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Рис. 4.12: а) Интерферометр Маха-Цандера c компенсацией отдачи:
светоделители B1, B2 закреплены на одной штанге. b) Атомный интер-
ферометр Рамзея с компенсацией обратного влияния. c) Интерферен-
ционные кривые демонстрируют большую контрастность при слабом
поле R1.
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ность интерференционной картины пропадает. см. дифрак-
ционные кривые на рис. 4.11с. Этот случай соответствует
|〈αe|αg〉|� 1.

4.5.3 Интерферометр Маха-Цандера и атомный
интерферометр с компенсацией отдачи

Теперь рассмотрим схему с компенсацией отдачи, светоде-
лителиM1, M2 закреплены на штанге, которая может вра-
щаться — см. рис. 4.12a. Здесь оба светоделителя имеют ма-
лую массу и испытывают отдачу. Но информация о том,
по какому пути прошел фотон, стирается. Действительно,
независимо от того по какому пути a или b прошел фотон,
штанге передается одинаковый импульс. Поэтому принци-
пиально невозможно определить, по какому пути прошел
фотон.

Схема аналога в виде атомного интерферометра пред-
ставлена на рис. 4.12b. Атом взаимодействует с сначала с
импульсом R1, затем эволюционирует, накручивая фазу φ
(опять используется Штарк эффект), а потом подвергается
воздействию импульса R2. Отличие от предыдущего случая
оба импульса R1, R2 слабые (мало квантов) и возникают при
пролете атома из-за взаимодействия с одной и той же модой
резонатора. В пределе будем считать |αe〉 = |0〉, |αg〉 = |1〉.
В этом случае непосредственно перед вторым импульсом R2
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Рис. 4.13: Схема квантового невозмущающего измерения (КНИ) фото-
на.

и после него состояние поле + атом описывается как

Ψ ′beforeR2 =
|e〉|0〉e2iφ + |g〉|1〉√

2
, (4.35)

Ψ ′afterR2 =
−|e〉|0〉e2iφ

(
1− e2iφ

)
+ |g〉|1〉

(
1+ e2iφ

)
2

=

(4.36)

=
−‖e〉|0〉e2iφ ieiφ sinφ+ |g〉|1〉eiφ cosφ

2
(4.37)

Мы видим, что интерференция полностью сохраняются.
Подчеркнем, что схемы на рис. 4.11a, 4.12a — это умо-

зрительный опыты, его реализация практически невозмож-
на. Однако атомные аналоги, представленные на рис. 4.11b,
4.12b — это реально проведенные эксперименты [12].
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4.6 Квантовое невозмущающее измерение
фотона атомным интерферометром

Рассмотрим схему квантовое невозмущающее измерение
(КНИ) одиночных квантов в СВЧ резонатора, представлен-
ную на рис. 4.13 [13]. СВЧ резонатор C частоты 51 ГГц
находится при температуре T = 0.8K (среднее число тепло-
вых квантов nT ' 1/3. Это означает, что он чаще находится
в основном состоянии |0〉, реже в |1〉, а в состояние |2〉 ре-
зонатор попадает редко и мы такую возможность ниже не
рассматриваем. Время релаксации резонатора достаточно
велико τ∗ ' 0.129 сек.

Рубидиевые атомы монокинетизированы (имеют пример-
но одинаковую скорость) и предварительно приготовлены
в устройстве B так, что они находятся на долгоживущем
уровне 50 (это уровень |g〉), а частота перехода на уровень
51 (это |e〉) совпадает с частотой резонатора. Далее под дей-
ствием классического поля R1 атом переходит в состояние
“между уровнями” типа (1.38)

|ψ0〉 =
|e〉− i|g〉√

2
(4.38)

и влетает в резонатор. Можно подобрать время пролета в
резонаторе так, что

• Если в резонаторе нет фотонов (т.е. резонатор в состо-
янии |0〉), то состояние атома на выходе не изменяется.
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• Если резонатор находится в состоянии |1〉, то состояние
атома на выходе из резонатора меняет фазу

|ψ1〉 =
|e〉+ i|g〉√

2
(4.39)

Далее на атом действует второе классическое поле R2
так, что

• Если атом был в состоянии |ψ0〉, то он переводится в
состояние |0〉

• Если же атом был в состоянии |ψ1〉, то он переводится
в состояние |1〉

Такая возможность есть, мы ее рассматривали в разделе
1.3.2.

Таким образом, детектируя атом в состоянии |1〉, экспе-
риментатор делает вывод, что в резонаторе присутствует
фотон. Если же оказалось, что атом в состоянии |0〉, то в
резонаторе нет фотона.

Мы получили квантовое невозмущающее измерение
энергии СВЧ резонатора. Действительно, атом после про-
лета не уносит энергию (энергия атома до и после пролета
через резонатор — та же самая). Информацию мы получаем
за счет изменения фазы волновой функции атома.
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Глава 5

Парадокс ЭПР

Парадокс Эйнштейна-Подольского-Розена [14] был сфор-
мулирован дабы продемонстрировать, что вероятностное
описание квантовой механики неполно и противоречиво.
Предполагалось, что вместо квантовой механики можно ис-
пользовать классическое описание, но учесть существование
скрытых параметров — как известно, этого сделать нельзя.

5.1 Качественное рассмотрение

Пусть мы имеем частицу 1, координата и импульс (рассмат-
риваем одномерный случай) которой описываются гейзен-
берговскими операторами x̂1 и p̂1, Эти операторы не ком-
мутируют

[x̂1, p̂1] = ih̄ , (5.1)

поэтому неопределенности координаты ∆x1 и импульса ∆p1
подчиняются соотношению неопределенности Гейзенберга

∆x1∆p1 >
h̄

2
, (5.2)
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т.е. координата и импульс не могут быть заданы (измерены)
точно одновременно. Подчеркнем, что соотношение неопре-
деленности (5.2) есть следствие того, что коммутатор (5.1)
не равен нулю.

Пусть теперь мы имеем вторую частицу операторы коор-
динаты и импульса которой обозначим через x̂2 и p̂2 соответ-
ственно. Они подчиняются такому же соотношению неопре-
деленности поскольку их коммутатор [x̂2, p̂2] = ih̄ не равен
нулю.

Однако заметим, что операторы p̂+, x̂− коммутируют
друг с другом:

p̂+ = p̂1 + p̂2, x̂− = x̂1 − x̂2, (5.3)

[x̂−, p̂+] = [x̂1, p̂1] − [x̂2, p̂2] = 0 (5.4)

Но тогда можно задать такое совместное состояние двух
частиц, что в начальный момент (а следовательно, и все
последующие)

∆x− = 0, ∆p+ = 0.

Таким образом мы задали коррелированное квантовое со-
стояние. Такие состояния получили в литературе название
переплетенных или перепутанных (entangled states). Заме-
тим. что для каждой отдельно взятой частицы, например,
частицы 1, неопределенности ∆x1, ∆p1 конечны и не равны
нулю.

Рассуждения в работе [14] были следующие. Пусть мы
имеем такое переплетенное состояние двух частиц, которые
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в начальный момент находясь рядом, со временем удаля-
ются друг от друга и в конце расходятся на значительное
расстояние. Затем мы измеряем точно, допустим, импульс
частицы 1. Но из-за наличия корреляции (переплетённости)
мы получаем точную информацию об импульсе частицы 2.
Если теперь одновременно с первым измерением мы точ-
но измеряем координату частицы 2, то в результате будем
знать точно координату и импульс частицы 2, что противо-
речит соотношению неопределенности (5.2).

Детальный анализ на основе теории квантовых измере-
ний показывает, что нарушения принципа неопределенности
в такой схеме не происходит. Однако наличие мгновенного
изменения волновой функции частицы 2 приводит к мыс-
ли, что, возможно, описание состояния с помощью волновой
функции не полно. Поэтому по мысли авторов [14] должны
существовать какие-то скрытые параметры, которые более
полно, чем квантовая механика будут описывать экспери-
мент.

Рассмотрим этот парадокс на более простом примере,
предложенном Бомом [15] и допускающем более простой
математический анализ. Пусть рождается пара частиц A
и B со спином 1/2, причем суммарный спин пары равен
нулю. После того, как частицы родились, они разлетаются
на большое расстояние. После этого экспериментатор мо-
жет производить измерение какой-либо величины каждой
из частиц.
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Если, например, измерена проекция спина частицы A,
то это означает, что проекция спина частицы B стала точно
известна.

Рассуждения Ейнштейна, Подольского и Розена опира-
ются на следующие утверждения:

1. Полная антикорреляция: Направления спинов частиц
A и B противоположны.

2. Локальность: Во время измерения частицы не взаимо-
действуют, поэтому не может иметь места никакое ре-
альное изменение состояния частицы B из-за того. что
произведено измерение над частицей A.

3. Причинность (Reality): Если, не возмущая состояние
частицы, мы можем точно (с вероятностью 1) предска-
зать значение физической величины этой частицы, то
должен существовать элемент физической реальности,
соответствующий этой физической величине.

4. Полнота: Каждый элемент физической реальности
должен соответствовать определенной величине в фи-
зической теории.

Тогда, опираясь на эти утверждения, можно рассуждать
следующим образом. Если экспериментатор измеряет про-
екцию спина частицы A, то он точно знает и проекцию спи-
на частицы B (антикорреляция). Из-за принципа локально-
сти измерение над частицей A не должно изменить состоя-
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ние частицы B. Следовательно, из-за причинности (reality)
спин частицы B есть элемент физической реальности. Но
это утверждение относится к проекции на любую ось спина
частицы B. Однако, нельзя указать такого состояния ча-
стицы B, в котором все проекции спина были бы определе-
ны. Следовательно, опираясь на принцип полноты, можно
утверждать, что квантовая механика не является полной
теорией, поскольку пара наших частиц является элементом
физической реальности, для которой квантовая механика
не предполагает наличие физической величины. Поэтому
должна существовать другая (полная) теория. которая ли-
шена этих недостатков. Должны быть какие-то скрытые па-
раметры, которые дают непротиворечивое описание. Таков
ход рассуждений работы [14].

Рассмотрим, как описывает эту ситуацию квантовая ме-
ханика. Известно, что проекция спина каждой частицы на
какую-нибудь заранее выбранную ось (пусть это будет ось
z) может иметь только два значения. Состояния, например,
частицы A будем обозначать |zA+〉, |zA−〉. Состояние двух ча-
стиц с полностью антикоррелированными спинами называ-
ется синглетным ЭПР-состоянием и записывается в виде:

|ΨAB〉 =
1√
2

(
|zA+z

B
−〉− |zA−z

B
+〉
)

(5.5)

Заметим, что вид записи такого состояния инвариантен
относительно базиса, т.е. если записать состояние (5.5) в
другом базисе, например, через состояния |xA+〉, |xA−〉, то оно
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будет иметь вид |ΨAB〉 = 1√
2

(
|xA+x

B
−〉− |xA−x

B
+〉
)
. Задача (18).

Можно показать (см. Приложение B), что если мы бу-
дем измерять проекции спина на произвольную ось у одной
и другой частиц, то получим полную антикорреляцию. На-
пример. если измерять проекцию спина на ось x, то получим
следующие амплитуды вероятности

〈xA+xB+|ΨAB〉 = 〈xA−xB−|ΨAB〉 = 0, (5.6)

〈xA+xB−|ΨAB〉 =
1√
2
, (5.7)

〈xA−xB+|ΨAB〉 =
−1√
2
. (5.8)

Поэтому мы можем сделать вывод. что состояние (5.5) дей-
ствительно соответствует полностью антикоррелированным
спинам: проекция суммарного спина на любую ось равна ну-
лю.

Такое состояние называется перепутанным (entangled
state), поскольку это состояние не может быть представле-
но в виде произведения двух векторов, каждый из которых
описывает только одну частицу.

Вернемся к измерениям. Измеряя проекцию спина части-
цы A на ось z, я получу либо +1 либо −1. В результате
измерения произойдет редукция волновой функции. Пусть
после измерения мы получили +1. Тогда состояние системы
двух частиц будет описываться с помощью проекционного
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оператора
1

N
|zA+〉〈zB+||ΨAB〉 = |zB−〉 (5.9)

(N — нормировочный множитель). Таким образом после из-
мерения мы получили, что состояние частицы B точно опре-
делено.

Главный вопрос парадокса ЕПР касается описания про-
цесса измерения. После измерения волновая функция ча-
стицы B кардинально изменилась. Поэтому можно спро-
сить, а является ли описание с помощью волновой функ-
ции полным? Нельзя ли результат эксперимента описать на
классическом языке, вводя скрытый параметр?

Для ответа на этот вопрос Беллом [16] были предложе-
ны схемы экспериментов и сформулированы неравенства
Белла, которые позволяют определить, какое описание пра-
вильно: квантово-механическое или квазиклассическое с по-
мощью скрытых параметров. Были проведены эксперимен-
ты (см. [17] и ссылки там) которые продемонстрировали,
что правильно квантовомеханическое описание. Мы не бу-
дем детально останавливаться на этом, а только приведем
пример, который продемонстрирует разницу между этими
двумя описаниями.

5.1.1 Пример 1

Пусть у частицы A измеряется проекция спина на ось x,
а у частицы B — на ось, которая лежит в плоскости xy и
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составляет угол φ с осью x. Оба измерения производятся
одновременно. Каждое измерение может дать два результа-
та: либо +1, либо −1.

Нас будут интересовать следующие величины: вероят-
ность P++ того, что оба измерения дали +1, вероятность
P−− (оба измерения −1), и вероятности P−+ и P+− (одно
измерение дало +1, другое — −1).

Квантовомеханическое рассмотрение позволяет рассчи-
тать амплитуды вероятности (B.60) (детали см. в Приложе-
нии B), а затем посчитать вероятности и рассчитать вели-
чину:

Squ = P++ + P−− − P−+ − P+− = − cosφ (5.10)

Задача (19).
Теперь рассмотрим ситуацию с классических позиций.

Пусть мы имеем два магнитика, магнитные моменты ко-
торых направлены произвольно, но всегда противоположно
другому.

Если я измеряю проекцию момента частицы A на ось
x, то в одной половине случаев я получу положительную
проекцию, в другой — отрицательную. Я могу мысленно
провести сферу из начала координат и считать, что концы
векторов магнитного момента равномерно распределены по
сфере. Тогда плоскость x = 0 будет разделять всю сферу
на две равные части, на одной из которых проекция на ось
x положительна, а на другой — отрицательна. Назовем эти
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полусферы x-полусферами.
Пусть теперь я измеряю проекцию момента частицы B на

единичный вектор nφ, лежащий в плоскости xy и составля-
ющий угол φ c осью x. Опять в одной половине случаев я
получу положительную проекцию, в другой — отрицатель-
ную. Я могу провести плоскость перпендикулярную вектору
nφ, которая будет разделять всю сферу на две равные ча-
сти, на одной из которых проекция на nφ положительна,
а на другой — отрицательна. Назовем эти полусферы nφ

полусферами.
Очевидно, что границы x-сфер и nφ-сфер, не совпадают

и делят всю сферу на участки, на которых знаки проекций
частиц A и B на соответствующие оси либо одинаковые,
либо разные. Эти области подобны поверхностям глобуса,
ограниченными меридианами (или долькам, на которые ча-
сто нарезают арбуз). Теперь нетрудно рассчитать классиче-
ский аналог (5.10):

Scl = P++ + P−− − P−+ − P+− = −1+
2φ

π
(5.11)

Задача (20).
Графики функций Squ и Scl приведены на рис. 5.1. Мы ви-

дим. что по результатам эксперимента можно сделать выбор
в пользу правильного описания. Действительно, надо изме-
рять величину Squ(φ) как функцию φ, наибольшая разница
между квантовым и квазиклассическим описанием должна
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Рис. 5.1: Графики функций Squ и Scl. Очевидно, что измеряя в экс-
перименте величину Sexp, можно проверить, какое рассмотрение —
квантово-механическое или квазиклассическое соответствует экспери-
менту

наблюдаться при φ = π/4, 3π/4.
Детальный анализ (см. например [18]) показывает, что

рассмотрение с введением скрытых параметров дает при
некоторых значениях угла φ меньшие значения величины
S, чем предсказывает квантовая теория.

Подчеркнем, эксперимент доказывает, справедливо кван-
товое описание, т.е. формула (5.10), а не (5.11).

5.1.2 Пример 2

Рассмотрим состояние трех частиц A, B, C, которое в лите-
ратуре называется GHZ– (Greenberg-Horne-Zeulinger)

|ΨABC〉 =
1√
2
|zA+z

B
+z
C
+〉−

1√
2
|zA−z

B
−z
C
−〉 (5.12)
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Очевидно, что для измерений z-компоненты спинов трех ча-
стиц имеем

〈zA+zB+zC+|ΨABC〉 =
1√
2
, (5.13)

〈zA−zB−zC−|ΨABC〉 = −
1√
2
, (5.14)

〈zA+zB+zC−|ΨABC〉 = 〈zA+zB−zC+|ΨABC〉 = 0, (5.15)

〈zA+zB−zC−|ΨABC〉 = 〈zA−zB−zC+|ΨABC〉 = 0. (5.16)

Пусть эти частицы разлетаются в разные стороны и проек-
ция спина каждой измеряются тремя разными детекторами.
Если детекторы измеряют проекцию каждого спина на ось
z, то нетрудно посчитать амплитуды вероятностей различ-
ных исходов и найти, что возможны только два варианта:
либо все три детектора фиксируют состояние |z+〉, либо все
три детектора фиксируют состояние |z−〉.

Таким образом, пытаясь описать это состояние на клас-
сическом языке, мы можем сделать вывод, что состояние
симметрично в том смысле, что либо все три магнитика
направлены вверх, либо — вниз. При этом (опять рассуж-
дая классически) проекции магнитиков на оси x и y, по-
видимому, должны быть направлены произвольно.

Однако квантовое описание дает совершенно неожидан-
ный результат. Пусть все три детектора регистрируют про-
екции спинов на ось x. Тогда можно рассчитать амплитуды
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вероятностей, пользуясь таблицей (A.11)

〈xA+xB+xC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
(1)3

(
√
2)3

}
= 0, (5.17)

〈xA+xB+xC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
−1

(
√
2)3

}
=
1

2
, (5.18)

〈xA+xB−xC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
(−1)2

(
√
2)3

}
= 0, (5.19)

〈xA−xB−xC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
(−1)3

(
√
2)3

}
=
1

2
. (5.20)

(Очевидно, что частицы неразличимы, и амплитуды веро-
ятности не изменяются при заменах частиц.)

То есть возможны только следующие результаты:

• Все три частицы будут зарегистрированы в состоянии
|x−〉. (Вероятность такого исхода —1/4.)

• Одна частица будет зарегистрирована в состоянии |x−〉,
а две других — в состоянии |x+〉. (Вероятность такого
исхода —3/4.)

• Никогда не будут зарегистрированы все три частицы в
состоянии |x+〉.

• Никогда не будет зарегистрирована одна частица в со-
стоянии |x+〉, а две других — в состоянии |x−〉

Т.е. состояние |x−〉 может быть зарегистрировано только
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Рис. 5.2: В зависимости от поляризации фотон может соответствовать
спиновой частице

нечетным (1, 3) числом детекторов1.
Очевидно, что такая несимметрия результатов не может

быть объяснена классически.

5.2 Эксперимент

Подчеркнем сразу, что результаты экспериментов [17] одно-
значно свидетельствуют в пользу квантового описания.

Очевидно, что проводить эксперименты со спиновыми
частицами крайне сложно. Вместо этого были проведены
оптические эксперименты.

1Заметим, что если первоначально три частицы были в состоянии

|ΨABC〉 =
1√
2
|zA+z

B
+z
C
+〉+

1√
2
|zA−z

B
−z
C
−〉,

то состояния |x+〉 и |x−〉 меняются местами, т.е. состояние |x+〉 может
быть зарегистрировано только нечетным (1, 3) числом детекторов.
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5.2.1 Один фотон. Качественное рассмотрение

Пусть мы имеем один фотон. Договоримся, что фотон по-
ляризованный вертикально (по оси V – см. рис. 5.2) будем
соотносить с состоянием спиновой частицы |z+〉, а фотон
поляризованный горизонтально (по оси H) — с состоянием
спиновой частицы |z−〉:

|z+〉 ≡ |V〉, |z−〉 ≡ |H〉 (5.21)

В этом случае фотон, поляризованный под 45◦ (вдоль оси
H45 на рис. 5.2), будет соответствовать состоянию частицы
|x+〉, а поляризованный вдоль оси V45 — состоянию частицы
|x−〉:

|x+〉 ≡ |H45〉 =
1√
2

(
|V〉+ |H〉

)
=

1√
2

(
|z+〉+ |z−〉

)
, (5.22)

|x−〉 ≡ |V45〉 =
1√
2

(
|V〉− |H〉

)
=

1√
2

(
|z+〉− |z−〉

)
(5.23)

Теперь вспоминая определения |y±〉 получаем:

|y+〉 =
1√
2

(
|z+〉+ i|z−〉

)
≡ 1√

2

(
|V〉+ i|H〉

)
, (5.24)

|y−〉 =
1√
2

(
|z+〉− i|z−〉

)
≡ 1√

2

(
|V〉− i|H〉

)
(5.25)

Теперь очевидно, что собственным векторам |y±〉 будет со-
ответствовать право- и лево-поляризованные фотоны.

Таким образом, измерение наличия фотона в базисе H и
V (например, с помощью поляризационного светоделителя)
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Рис. 5.3: Схема оптического эксперимента по проверке неравенств Бел-
ла c двумя наблюдателями. Кружок означает задержку луча на фазо-
вый угол α и β соответственно.

будет соответствовать измерению проекции спина вообра-
жаемой частицы на ось z. Измерение фотона в базисе H45 и
V45 (с помощью того же поляризационного светоделителя,
повернутого на угол 45◦) будет соответствовать измерению
проекции спина на ось x. А измерение фотона в базисе кру-
говых поляризаций будет соответствовать измерению про-
екции спина на ось y.

Подчеркнем, что эта аналогия (фотон как спино-
вая ферми-частица) работает только пока мы име-
ем дело с одиночными фотонами в каждой свето-
вой моде.

В дальнейшем нам будет также полезно разложение че-
рез собственные вектора оператора σ̂φ = x̂ cosφ+ ŷ sinφ

|σ+〉 =
1√
2

(
1

eiφ

)
, |σ−〉 =

1√
2

(
1

−eiφ

)
, (5.26)
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|z+〉 =
|σ+〉+ |σ−〉√

2
, (5.27)

|z−〉 =
e−iφ√
2

(
|σ+〉− |σ−〉

)
, (5.28)

|σ+〉 =
1√
2

(
|z+〉+ eiφ|z−〉

)
, (5.29)

|σ−〉 =
1√
2

(
|z+〉− eiφ|z−〉

)
. (5.30)

Очевидно, что векторам |σ+, |σ− соответствуют эллип-
тически поляризованные фотоны.

5.2.2 Один фотон в двух модах

Рассмотрим множество двухмодовых однофотонных состо-
яний, в которых один фотон принадлежит одной из двух
мод:

ψ = C+|10〉+ C−|01〉, |C+|
2 + |C−|

2 = 1 (5.31)

a+1 |0〉 = |10〉⇒ |z+〉, a+2 |0〉 = |01〉⇒ |z−〉 (5.32)

Чтобы связать фотоны со спинами введем следующие опе-
раторы

σ− ≡ a1a+2 =
(
σx − iσy

)
/2,

σ+ ≡ a+1 a2 =
(
σx + iσy

)
/2,

σx = σ− + σ+, σy = i
(
σ− − σ+

)
, (5.33)

σz ≡ a+1 a1 − a+2 a2 = n1 − n2 =
[
σ+, σ−

]
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Откуда

σ2 = σ2x + σ
2
y + σ

2
z = 4j(j+ 1), j =

n1 + n2
2

Из приведенных соотношений видно, что оператор σ− пере-
водит фотон из первой моды во вторую (т.е. это оператор
уничтожения для двухуровневой частицы), а оператор σ+
производит обратное действие:

σ−|10〉 = |01〉, σ−|01〉 = 0, (5.34)

σ+|01〉 = |10〉, σ+|10〉 = 0, (5.35)

Эти соотношения можно переписать нагляднее:

σ−|z+〉 = |z−〉, σ−|z−〉 = 0, (5.36)

σ+|z−〉 = |z+〉, σ+|z+〉 = 0, (5.37)

Приведем также соотношения, используя (5.31, 5.33):

σ−|ψ〉 = C+|z−〉, σ+|ψ〉 = C−|z+〉, (5.38)

σx|ψ〉 = C+|z−〉+ C−|z+〉 (5.39)

σy|ψ〉 = −iC+|z−〉+ iC−|z+〉, (5.40)

σz|ψ〉 = C+|z+〉− C−|z−〉 (5.41)

Заметим также, измерению проекции спина на ось, со-
ставляющую угол α c осью x (и лежащую в плоскости x, y)
соответствует оператор σα:

σα = σx cosα+ σy sinα = σ−e
iα + σ+e

−iα = (5.42)

= a1a
+
2 e

iα + a+1 a2e
−iα (5.43)
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5.2.3 Бифотоны в опытах с двумя наблюдателями

Теперь понятно, что для получения переплетенных состо-
яний, соответствующих паре спиновых частиц, нужен ис-
точник пар коррелированных фотонов — бифотонов. Такие
бифотоны были предсказаны Д.Н. Клышко.

Ключевым элементом оптических опытов является ис-
точник бифотонов, который рождает коррелированные па-
ры фотонов. Для определенности будем считать, что в паре
бифотоны поляризованы ортогонально — один вертикаль-
но, другой горизонтально. Важно, чтобы в каждом импуль-
се было не более одного бифотона2. Рассмотрим, например,
поляризационную схему на рис. 5.3. Через отверстия 1 и 2
в маске на выходе из нелинейного кристалла фотоны по-
являются парами. Будем обозначать операторы уничтоже-
ния фотонов, излученных вверх (вертикальная поляриза-
ция), как a1, a2 (индекс указывает из какой щели излучен
фотон). Будем обозначать операторы уничтожения фото-
нов, излученных вниз (горизонтальная поляризация), как
b1, b2. Тогда состояние поля сразу после излучения из кри-

2Заметим, что в паре могут рождаться бифотоны и одинаковой поля-
ризации, это зависит от свойств и ориентации нелинейного кристалла.
Мы рассматриваем пары ортогонально поляризованных бифотонов ис-
ключительно для наглядности.
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сталла, можно записать как

|Ψinit〉 =
1√
2

(
a+1 b

+
1 + a+2 b

+
2

)
|0〉 = 1√

2

(
|V1, H1〉+ |V2, H2〉

)
(5.44)

Очевидно. что здесь полная аналогия с двухуровневыми си-
стемами и можно записать

|Ψinit〉 =
1√
2

(∣∣za+〉∣∣zb+〉+ ∣∣za−〉∣∣zb−〉) (5.45)

Эта аналогия базируется на том, что по условиям экспери-
мента в каждом луче может быть не больше одного фотона.
Мы видим, что оптические эксперименты с бифотонами эк-
вивалентны экспериментам с двухуровневыми частицами. В
нашем случае детектирование фотонов в каждой паре кана-
лов (такая возможность на рисунке 5.3 не показана) экви-
валентно измерению проекций спинов двух частиц на ось z.
Очевидно, что всего можно зарегистрировать два фотона.
Например, если бы мы зарегистрировали фотоны в каналах
a1 и b2, мы могли бы сказать, что это эквивалентно тому,
что частицы обнаружены в состояниях |za+〉 и |zb−〉.

Продолжаем описание прохождения волн после их выхо-
да из кристалла в схеме на рис. 5.3. Операторы поля перед
светоделителями получат фазовые множителя (описываю-
щие задержку α и β):

a1 ⇒ a1e
−iα, a2 ⇒ a2, b1 ⇒ b1 e

−iβ, b2 ⇒ b2.

Обозначим через a± операторы лучей идущих на детекторы
A±, а через b± — на B± и выразим их через операторы
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входных полей:

a+ =
a1 e

−iα + a2√
2

, a− =
a1 e

−iα − a2√
2

, (5.46a)

a1 = e
iα a+ + a−√

2
, a2 =

a+ − a−√
2

, (5.46b)

b+ =
b1 e

−iβ + b2√
2

, b− =
b1 e

−iβ − b2√
2

, (5.46c)

b1 = e
iβ b+ + b−√

2
, b2 =

b+ − b−√
2

. (5.46d)

Выпишем операторы чисел фотонов в каналах A:

na± = a+±a± =
1

2

{
na1 + n

a
2 ±

(
σa−e

iα + σa+e
−iα
)}
, (5.47)

σa− = a1a
+
2 , σa+ = a+1 a2. (5.48)

Поскольку каждый раз излучается только одна пара фото-
нов (излучение двух пар крайне редки и эти случаи могут
быть исключены из статистики эксперимента), то очевид-
но, что в канале, например, A будет щелкать лишь один из
детекторов. Чтобы различать, какой из детекторов (A+ или
A−) сработал, будем приписывать щелчку детектора в кана-
ле A+ величину (+1), а щелчку в канале A− величину (−1).
Этой договоренности соответствует измерение величины

Aα = na+ − na− = σa−e
iα + σa+e

−iα = σaα (5.49)

А это, как следует из (5.42)) соответствует измерению спина
воображаемой частицы на ось, составляющей с осью x угол
α.

111



A+

A−

B+

B−

C+

C−

1

2

α

β

γ

Pump

Рис. 5.4: Схема оптического эксперимента по проверке неравенств Бел-
ла c тремя наблюдателями. Кружок означает задержку луча на фазо-
вый угол α, β и γ соответственно.

Аналогично в канале B будет измерятся величина

Bβ = nb+ − nb− = σb−e
iα + σb+e

−iα = σbβ, (5.50)

σb− = b1b
+
2 , σb+ = b+1 b2.

Таким образом, регистрация щелчков детекторов в кана-
ле A и B будет соответствовать измерению воображаемых
спиновых частиц на произвольные оси в зависимости от оп-
тических задержек α в канале A и β в канале B.
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5.2.4 Бифотоны в опытах с тремя наблюдателями

Пусть два параметрических источника испускают тройки
фотонов, как это показана рис. (5.4)3. Таким образом состо-
яние поля (сразу после выхода из кристалла) можно запи-
сать как

|Ψinit〉 =
1√
2

(
a+1 b

+
1 c

+
1 + a+2 b

+
2 c

+
2

)
|0〉 (5.51)

В этом случае, например, в канале A мы измеряем вели-
чины разности чисел фотонов с учетом вносимой задержки:

Aα = na+ − na− = σa−e
iα + σa+e

−iα (5.52)

А это, как следует из (5.42) соответствует измерению спи-
на одной (из трех) воображаемой частицы на ось, которая
лежит в плоскости xy и составляет с осью x угол α.

Аналогично, в каналах B C мы измеряем величины

Bα = nb+ − nb− = σb−e
iβ + σb+e

−iβ, (5.53)

Aα = nc+ − nc− = σc−e
iγ + σc+e

−iγ, (5.54)

что соответствует измерению спина двух других вообража-
емых частиц на оси, составляющей с осью x углы β, γ.

Таким образом, опыт с тройками коррелированных фото-
нов (коррелированное испускание фотонов здесь принципи-
ально) полностью эквивалентен измерению проекций спина

3Как будет излучать источник — двойками или тройками фотонов, —
зависит от вида нелинейности кристалла, а направления и поляризация
фотонов — от его ориентации.
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на различные оси трех частиц, находящимся в перепутан-
ном GHZ-состоянии (5.12).
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Глава 6

Квантовая телепортация

6.1 Квантовое клонирование

Клонирование отличается от копирования тем, что при кло-
нировании оператор, желающий создать копию неизвестно-
го состояния, знает только, что копия должна быть иден-
тична оригиналу (первоначальному состоянию), но он ни-
чего не знает о самом состоянии.

Покажем, что квантовое клонирование запрещено. Пусть
имеется два сигнальных состояния квантовой системы S:
|as〉 и |bs〉 и некоторое устройство, описываемое оператором
K. Это устройство создает копии этих состояний в системе
C, находящейся в начальном состоянии |0c〉:

K|as0c〉 =
1√
2
|asac〉, (6.1a)

K|bs0c〉 =
1√
2
|bsbc〉, (6.1b)
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Тогда при клонировании суперпозиции этих состояний:

|ds〉 =
1√
2
(|as〉+ |bs〉) (6.2)

получим

K|ds0c〉 =
1√
2
|dsdc〉 =

1

2
|as + bs〉 ⊗ |ac + bc〉 = (6.3)

=
1

2
|asac + asbc + bsac + bsbc〉. (6.4)

С другой стороны, мы естественно предполагаем линей-
ность и унитарность оператора K. Но тогда

1√
2
K|(as + bs)0c〉 =

1

2
(|asac〉+ |bsbc〉) , (6.5)

Сравнивая (6.4) и (6.5), получаем, что

K|ds0c〉 6=
1√
2
K|(as + bs)0c〉, (6.6)

т.е. операция клонирования суперпозиции противоречит
принципу линейности унитарных операций.

6.2 Вариант телепортации

Рассмотрим пример, приведенный в [19]. Пусть Алиса имеет
переплетенное состояние КШ+ типа “Кота Шредингера” из
двух частиц:

|ΨAB〉 =
1√
2
|zA+z

B
+〉+

1√
2
|zA−z

B
−〉 (6.7)

Частицу A Алиса посылает Бобу, а частица B остается у
Алисы.
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Alie Bob

|ΨA〉|ΨB〉 |ΨC〉

Cl. channel

Entangled

Рис. 6.1: Схема опыта по телепортации. Алиса передают Бобу частицу
A, которая находится в перепутанном состоянии с частицей B, остав-
шейся у Алисы. Алиса должна передать состояние частицы C Бобу, т.е
частица A должна оказаться в первоначальном состоянии частицы С.

Кроме того у Алисы есть третья (контрольная) частица,
состояние которой она и хочет передать (телепортировать)
Бобу — см. рис. 6.1.

Пусть контрольная частица находится в произвольном
состоянии

|ΨC〉 = a|zC−〉+ b|zC+〉, |a|2 + |b|2 = 1, (6.8)

Таким образом общее начальное состояние двух запутан-
ных кубитов A и B вместе с контрольным кубитов C можно
представить в виде:

|ΨABC〉 =
(
a|zC−〉+ b|zC+〉

)
⊗ 1√

2

(
|zA+z

B
+〉+ |zA−z

B
−〉
)

Рассмотрим сначала частный упрощенный случай.
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6.2.1 Частный случай: |b| = 1

Упростим ситуацию: пусть a = 0, |b| = 1. В этом случае
общее начальное состояние можно представить в виде:

|ΨABC〉 =
b√
2

(
|zA+〉 ⊗ |zB+z

C
+〉+ |zA−〉 ⊗ |zB−z

C
+〉
)

Тогда Алиса должна измерить проекции спинов на ось z
своих частиц B и C. Из (6.9) видно, что есть корреляция:
если спины частиц B и C одно-направлены, то частица A у
Боба находится в состоянии |zA+〉, если же противоположны,
то частица A — в состоянии |zA−〉.

Рассмотрим обе возможности отдельно:

1. Спины частиц B и C одно-направлены (т.е. результат
измерения (++) или (–)). Тогда Алиса по обычному
каналу передает Бобу 1 бит, который означает “да”. У
Боба в этом случае оказалась частица в том же состо-
янии, что и начальное состояние контрольной частицы
C.

2. Спины частиц B и C противоположны (т.е. результат
измерения (+-) или (-+)). Тогда Алиса по обычному
каналу передает Бобу 1 бит, который означает “нет”. У
Боба в этом случае оказалась частица в другом состо-
янии, не совпадающем с начальным состоянием кон-
трольной частицы C. Но важно, что Боб знает это.
Поэтому получив от Алисы “нет”, он на свою частицу
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действует так, чтобы перевести ее в состояние |zB+〉. А
именно он действует оператором σx (операция NOT),
который, как известно, характеризуется следующими
равенствами:

σx|z
B
+〉 = |zB−〉, σx|z

B
−〉 = |zB+〉

Таким образом, Боб получает частицу B в том же состоянии,
что и начальное состояние контрольной частицы C.

Подчеркнем, что ограничение |b| = 1 является суще-
ственным и рассмотренный случай интересен лишь в ме-
тодическом плане.

Поэтому рассмотрим произвольный случай.

6.2.2 Общий случай

В этом случае независимые измерения z-проекций спинов
частиц B и C не позволяют Алисе определить фазы коэффи-
циентов a и b. Поэтому она должна поступать более изощ-
ренно. Перепишем начальное состояние (6.9) трех частиц в
виде:

|ΨABC〉 =
a|zA− + b|zA+

2
⊗
[
|zB+z

C
+〉+ |zB−z

C
−〉√

2

]
+ (6.9a)

−a|zA−〉+ b|zA+〉
2

⊗
[
|zB+z

C
+〉− |zB−z

C
−〉√

2

]
+(6.9b)

a|zA+〉+ b|zA−〉
2

⊗
[
|zB−z

C
+〉+ |zB+z

C
−〉√

2

]
+ (6.9c)
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−a|zA+〉+ b|zA−〉
2

⊗
[
|zB−z

C
+〉− |zB+z

C
−〉√

2

]
(6.9d)

Разложение (6.9) по векторам

|C+〉 =
|zB+z

C
+〉+ |zB−z

C
−〉√

2
, (6.10a)

|C−〉 =
|zB+z

C
+〉− |zB−z

C
−〉√

2
, (6.10b)

|E+〉 =
|zB−z

C
+〉+ |zB+z

C
−〉√

2
, (6.10c)

|E−〉 =
|zB−z

C
+〉− |zB+z

C
−〉√

2
(6.10d)

называется разложением по ортонормированному базису
Белла (J. Bell).

Алиса должна измерить частицы B и C в базисе Бел-
ла (иначе говоря, производит проектирование на состояния
этого базиса). Результат она сообщает по классическому ка-
налу Бобу. Тем самым она сообщает Бобу, какие операции
надо произвести с его частицей, чтобы получить начальное
состояние контрольной частицы. Возможны четыре ситуа-
ции, которые мы рассмотрим отдельно.

• Алиса получила |C+〉
В этом случае состояние частицы A у Боба

|ΨA〉 = a|zA−〉+ b|zA+〉 (6.11)

которое совпадает с начальным состоянием (6.8) кон-

120



трольной частицы. Алиса сообщает об этом Бобу и про-
цесс телепортации заканчивается.

• Алиса получила |C−〉
В этом случае состояние частицы A у Боба

|ΨA〉 = −a|zA−〉+ b|zA+〉 (6.12)

и оно отличается знаком от начального состояния (6.8).
Алиса сообщает Бобу об этом, поэтому он должен воз-
действовать на свою частицу оператором σz. Оператор
σz, как известно, характеризуется следующими свой-
ствами:

σz|z
B
+〉 = |zB+〉, σz|z

B
−〉 = −|zB−〉. (6.13)

На этом процесс телепортации заканчивается.

• Алиса получила |E+〉
В этом случае Боб знает, что состояние его частицы

|ΨA〉 = a|zA+〉+ b|zA−〉 (6.14)

и оно отличается перестановкой от начального состо-
яния (6.8). Тогда он должен воздействовать на свою
частицу оператором σx (NOT). Оператор σx, как из-
вестно, характеризуется следующими свойствами:

σx|z
B
+〉 = |zB−〉, σx|z

B
−〉 = |zB+〉. (6.15)

На этом процесс телепортации заканчивается.
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• Алиса получила |E−〉
В этом случае состояние частицы A у Боба

|ΨA〉 = −a|zA+〉+ b|zA−〉 (6.16)

и оно отличается перестановкой и знаком от начально-
го состояние (6.8). Тогда он должен воздействовать на
свою частицу сначала оператором −σz, а потом опера-
тором σx:

σx × (−σz)
[
−a|zA+〉+ b|zA−〉

]
=

= σx
[
a|zA+〉+ b|zA−〉

]
= a|zA−〉+ b|zA+〉.

На этом процесс телепортации заканчивается.

Повторим еще раз, что у Боба оказалась частица точно в
таком состоянии, что была у Алисы. При этом само состо-
яние этой частицы остается неизвестным (коэффициенты a
и b) не определены). Кроме того, первоначальное состоя-
ние частицы, которая была у Алисы, разрушено в процессе
измерения (клонирования нет).

Некоторые детали рассмотрения представлены в [20] п.
5.7.

6.3 Эксперимент

Одним из первых опытов, продемонстрировавших кванто-
вую телепортацию, был [21], который мы кратко расскажем.
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Рис. 6.2: Принципиальная схема эксперимента, использованная в [21].

Напомним, для двух частиц выполняется
[
(xA −

xB), (pA + pB)
]
= 0.

Можно сколь угодно точно измерять величины

x− = x1 − x2, p+ = p1 + p2

Пусть у Алисы есть частица C, состояние которой надо пе-
редать. Кроме того, она имеет две частицы A и B в “пе-
репутанном” состоянии, для которых переменные x− и p+
хорошо определены. Частицу B она передает Бобу. Дальше
все аналогично.

В эксперименте вместо частиц в “переплетенном” состо-
янии использовались импульсы света в сжатом состоянии,
для них роль переменных x и p играют квадратурные ком-
поненты световых импульсов — см. рис. 6.2. В схеме добав-
лена возможность проверки, которую осуществляет Виктор
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Рис. 6.3: Реальная схема эксперимента, использованная в [21].

(от англ. verify).
Мы не будем останавливаться на описании схемы, кото-

рая в реальности была довольно сложна — см. рис. 6.3.
Результаты оказались вполне удовлетворительны.
Дисперсии, измеренные Виктором (накачка 40mW):

С “переплетением” (entanglement)

σxV = σpV = 3.54± 0.19 dB

Без “переплетения”

σxV = σpV = 4.86± 0.12 dB

“Переплетение” дает уменьшение квантового шума на 1.32±
0.16 dB.
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Качество телепортации (fidelity):

F = 〈ψin |ρout|ψin〉 ' 0.61± 0.02, (6.17)

Качество оказалось не слишком высоким, но для пионер-
ского опыта этого было вполне достаточно.
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Глава 7

Квантовые ячейки

Рассмотрим логические ячейки, которые можно использо-
вать для квантового преобразования сигнала. Начнем с хо-
рошо известного интерферометра Маха-Цандера.

7.1 Интерферометр Маха-Цандера

Рассмотрим интерферометр Маха-Цандера, на вход которо-
го подается один квант в один или другой канал. В нашем
рассмотрении мы исключаем возможность, когда в обоих
каналах присутствует по кванту.

Состояние |01〉 будет соответствовать отсутствие фото-
на в горизонтальном входном канале, и наличие фотона в
вертикальном канале как показано на рис. 7.1. (Состояние
|10〉 будет соответствовать фотону в горизонтальном вход-
ном канале и отсутствию фотона в вертикальном). Эти со-
стояния соответствуют информационным состояниям вход-
ного кубита.
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A
B

C D
φC

φB

a) b) φ = φC − φB

H H

Рис. 7.1: а) Интерферометр Маха-Цандера; b) Логическая ячейка, ко-
торая соответствует интерферометру

Будем обозначать операторы рождения и уничтожения в
горизонтальном канале как ag, a†g, в вертикальном канале
— av, a

†
v. Тогда входные состояния могут быть записаны в

виде:

|ψin(1)〉 = |01〉 = a†v|00〉⇒ |1〉, (7.1)

|ψin(0)〉 = |10〉 = a†g|00〉⇒ |0〉.

Эти состояния соответствуют информационным состоя-
ниям входного кубита. Договоримся, что состояние |01〉 со-
ответствует состоянию входного кубита |1〉, а состояние |10〉
— |0〉.

7.1.1 Первый светоделитель

Пусть на вход светоделителя поступает состояние |ψin(0)〉,
соответствующее состоянию кубита 0.

Нетрудно выразить (в представлении Гейзенберга) опе-
раторы рождения ab в плече B и ac в плече C (см рис. 7.1),
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соответствующие полю после первого светоделителя:

ab =
ag + av√

2
, ac =

ag − av√
2

Отсюда можно выразить операторы входного поля через
операторы выходного поля:

ag =
ab + ac√

2
, av =

ab − ac√
2

и, подставив их в (7.1), получить состояние поля после пер-
вого светоделителя:

|ψafter 1〉 =
a†b + a

†
c√

2
|00〉 = 1√

2
(|01〉+ |10〉) (7.2)

Это можно делать, так как вакуумное состояние |00〉in для
поля до светоделителя. которое фигурирует в (7.1), и ва-
куумное состояние |00〉after 1 для поля после светоделителя
неразличимы.

Таким образом после первого светоделителя мы имеем
состояние, в котором один фотон распределен между двумя
модами. При этом, например, член |10〉 имеет следующий
смысл: в моде, соответствующей пути B есть фотон, в моде
C — нет.

Если вернуться к описанию кубита, то действие светоде-
лителя можно описать оператором Адамара:

|ψin〉 ⇒ |ψafter 1〉 = H|ψin〉, (7.3)

H|0〉 =
1√
2

(
|0〉+ |1〉

)
, (7.4)

H|1〉 =
1√
2

(
|0〉− |1〉

)
(7.5)
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7.1.2 Фазовый набег

Пусть длины оптических путей между между светоделите-
лями соответствуют набегу фазы φB по пути B и φC по пути
C: Тогда для операторов, описывающих поле перед вторым
светоделителем, имеем

a†b → a†be
iφb, a†c → a†ce

iφc. (7.6)

Состояние поля будет соответственно:

|ψbefore 2〉 =
1√
2

(
eiφB|01〉+ eiφC|10〉

)
(7.7)

Возвращаясь к описанию кубита, это состояние можно за-
писать в виде

|ψbefore 2〉 =
eiφC√
2

(
|0〉+ e−iφ|1〉

)
, (7.8)

где φ = φC − φB.

7.1.3 Второй светоделитель

Операторы описывающие поле на выходе после второго све-
тоделителя обозначим через bg (горизонтальный канал) и
bv (вертикальный канал), для которых получаем:

bg =
abe

−iφB + ace
−iφC

√
2

= (7.9)

=
e−iφB

2

(
ag
[
1+ e−iφ

]
+ av

[
1− e−iφ

])
= (7.10)

= e−iφ+/2

(
ag cos

φ

2
+ iav sin

φ

2

)
, (7.11)
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bv = e−iφ+/2

(
iag sin

φ

2
+ av cos

φ

2

)
, (7.12)

φ+ = φB + φC, φ = φC − φB. (7.13)

Обращаем систему и получаем:

ag = eiφ+/2

(
bg cos

φ

2
+ ibv sin

φ

2

)
, (7.14)

av = eiφ+/2

(
−ibg sin

φ

2
+ bv cos

φ

2

)
. (7.15)

Теперь мы можем выписать состояние поля после второ-
го светоделителя (по-прежнему считаем, что на входе ин-
терферометра состояние |10〉 = a+g |00〉):

|ψafter 2〉 = e−iφ+/2

(
i sin

φ

2
|01〉+ cos

φ

2
|10〉

)
(7.16)

Возвращаясь к описанию в состояниях кубита, переписы-
ваю:

|ψafter 2〉 = eiφ+/2

(
cos
φ

2
|0〉− i sin

φ

2
|1〉
)

(7.17)

Таким образом действие интерферометра Маха-Цандера
на языке квантовых ячеек может быть выражено схемой на
рис. 7.1b. Ниже рассмотрим это подробнее.

7.2 Конторолируемая логическая операция

Мы уже видели, что первый светоделитель на языке кван-
тового компьютера соответствует гейту Адамара.
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Рассмотрим набег фазы как действие отдельного гейта.
Введем дополнительный (“холостой”) бит |u〉 который пре-
образуется под действием некоторого оператора контроли-
руемого фазового сдвига “controlled-U ”. Контролирующим
битом является наш основной кубит |ψ〉, а оператор U дей-
ствует так:

U |u〉 = eiθ|u〉, if |ψ〉 = |1〉, (7.18)

U |u〉 = |u〉, if |ψ〉 = |0〉, (7.19)

Рассмотрим следующую последовательность эволюции
кубита (действие оператора Адамара описывается форму-
лами (7.4, 7.5)):

|0〉|u〉 H−→ 1√
2

(
|0〉+ |1〉

)
|u〉 (7.20a)

1√
2

(
|0〉+ |1〉

)
|u〉 c−U−→ 1√

2

(
|0〉+ eiθ|1〉

)
|u〉 (7.20b)

1√
2

(
|0〉+ eiθ|1〉

)
|u〉 H−→ (

cos
θ

2
|0〉+ i sin

θ

2
|1〉
)
eiθ/2|u〉

Мы видим, что это соответствует эволюции кубита в ин-
терферометре Маха-Цандера при условии, что θ = φ и
φB = 2πn, n = 1, 2, 3 . . . .

7.3 Задача Дойча

Рассмотрим в качестве примера задачи, эффективно решае-
мой с помошью квантового компьютера, Задачу Дойча, сле-
дуя работе [22]. Там же можно найти ссылки на источники.
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Сначала предположим, что разница фаз φ в интерферо-
метре Маха-Цандера может быть или φ = 0, или φ = π.
Сможем ли мы заметить эту разницу? Конечно, да. Ведь
при φ = 0 детектор всегда покажет состояние “0”, а при
φ = π — состояние “1” (опять же всегда). Именно это свой-
ство используется при решении задачи Дойча.

Рассмотрим булевскую функцию

f : {0, 1} → {0, 1}, (7.21)

т.е. функция f(x) принимает два значения {0, 1} в зависи-
мости от значения аргумента x, который в простейшем рас-
сматриваемом случае также может принимать два значения
{0, 1}. В нашем случае может быть четыре такие функции:
две постоянные функции:

f(0) = f(1) = 0 и f(0) = f(1) = 1 (7.22)

и две “сбалансированные”

f(0) = 0, f(1) = 1 и f(0) = 1, f(1) = 0. (7.23)

Задача Дойча заключается в том, чтобы определить к ка-
кому классу относится наша функция f — к классу посто-
янных или сбалансированных функций (другими словами,
числа f(0) и f(1) одинаковы или различны). Заметим, что
нам не нужно по условиям задачи вычислять конкретные
значения функций f(0) и f(1), а требуется определить толь-
ко глобальное свойство f. Классическая интуиция говорит,
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что в любом случае нам надо вычислить оба значения f(0)
и f(1), т.е. дважды вычислить функцию f. Мы покажем,
что в квантовом компьютере для решения проблемы Дойча
достаточно вычислить функцию один раз.

Формально определим операцию “вычисления” функции
f в терминах f-controlled-NOT (f-c-NOT) операции на двух
битах: первый из них содержит входную переменную x (ар-
гумент функции), а второй — вычислямую функцию f(x).
Если первоначально второй бит был в состоянии 0, то f-
c-NOT операция переводит (x, 0) в (x, f(x)). Ясно, что это
просто формализация операции вычисления f. Чтобы сде-
лать эту операцию обратимой и определенной для любых
входных значений определим, что произвольное начальное
состояние (x, y) переводится в (x, y ⊕ f(x))1. В квантовых
обозначениях операция f-controlled-NOT запишется в виде:

| x 〉|y 〉 f−c−N−→ | x 〉|y⊕ f(x) 〉. (7.25)

Квантовая сеть (последовательность операций) для вычис-
ления задачи Дойча представлена на рис. 7.2b. Первона-
чально основной и вспомогательный кубит находятся в со-
стоянии

| 0 〉
(
| 0 〉− | 1 〉

)
(7.26)

1Напомним, что операция ⊕ (сложение по модулю 2) определяется
следующим образом:

0⊕ 0 = 0, 0⊕ 1 = 1, 1⊕ 0 = 1, 1⊕ 1 = 0. (7.24)
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Рис. 7.2: Квантовая сеть (последовательность операций) для вычисле-
ния задачи Дойча.

(нормирующие множители опускаем). После первого дей-
ствия оператора Адамара это состояние перейдет в(

| 0 〉+ | 1 〉
) (

| 0 〉− | 1 〉
)

(7.27)

Посмотрим действие f-c-NOT на это состояние, замечая, что
x ∈ {0, 1}:

|x〉
(
|0〉− |1〉

) f−c−N−→ |x〉
(
|0⊕ f(x)〉− |1⊕ f(x)〉

)
= (7.28a)

= (−1)f(x)|x〉
(
|0〉− |1〉

)
. (7.28b)

Таким образом состояние после операции f-controlled-NOT
можно записать в виде:[

(−1)f(0)|0〉+ (−1)f(1)|1〉
](
|0〉− |1〉

)
. (7.29)

Мы видим, что каждому значению x соответствует свой фа-
зовый множитель (−1)f(x). Это состояние может быть также
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переписано в виде

(−1)f(0)
(
|0〉+ (−1)f(0)⊕f(1)|1〉

)(
|0〉− |1〉

)
. (7.30)

После второго действия оператора Адамара это состояние
превращается (опускаем норм. множитель)

(−1)f(0)
((

|0〉+ |1〉
)
+ (−1)f(0)⊕f(1)

(
|0〉− |1〉

)) (
|0〉− |1〉

)
=

= (−1)f(0)|f(0)⊕ f(1)〉
(
|0〉− |1〉

)
. (7.31)

Следовательно, первый кубит переходит в состояние |0〉, ес-
ли функция f постоянна. Но если функция f сбалансирован-
ная, первый кубит переходит в состояние |1〉. Важно, что из-
мерение состояния этого кубита даст точную информацию
о том, является ли функция f постоянной или сбалансиро-
ванной.

Подчеркнем, что мы в результате одной операции выяс-
нили сбалансированная функция или нет, мы не вычисляли
значение этой функции для разных (0, 1) аргументов.

Конечно, для определения сбалансированности функции
от одной переменной (кубита) выигрыш по сравнению с
классическим компьютером невелик, всего в два раза. Одна-
ко для определения сбалансированности функции от боль-
шого числа кубитов мы получим существенный выигрыш.
Рассмотрим это подробнее.
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Рис. 7.3: Квантовая сеть (последовательность операций) для вычисле-
ния обобщенной задачи Дойча.

7.4 Обобщенная задача Дойча

Обобщенная задача Дойча (cм. [22] и ссылки там) формули-
руется для булевых функций f : {0, 1}n → {0, 1} следующим
образом. Пусть известно, что одна из этих функций либо
постоянна, либо сбалансирована (т.е. она принимает равное
число раз значение 0 и значение 1 на всех n битах {0, 1}n).
Обобщенная задача Дойча состоит в том, чтобы определить:
постоянная эта функция или сбалансированная.

Сколько вычислений требуется для этого? Любой клас-
сический алгоритм в худшем случае потребует для этого
2n−1+ 1 операций2. Мы покажем, что существует алгоритм
квантового компьютера, позволяющий решить эту задачу с
помощью всего лишь одной вычислительной операции.

Этот алгоритм представлен на рис. 7.3. Контрольный ре-
гистр состоит из n кубитов, которые первоначально нахо-
дятся в нулевом состоянии, которое мы будем обозначать

2Количество всех комбинаций из n битов равно 2n. Если один бит
фиксирован, то после измерений для 2n−1 всех комбинаций оставшихся
битов останется неизмеренным только один бит. выяснить.
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как |00 . . . 0〉. Вспомогательный бит первоначально находит-
ся в состоянии |0〉 − |1〉 и после вычисления он остается в
том же состоянии.

Сначала применяем преобразование Адамара ко всем n
контрольным кубитам. В данном случае оно определяется
как

|x〉 H−→ ∑
y∈{0,1}n

(−1)x·y|y〉 , (7.32)

для x ∈ {0, 1}n, где

x · y = (x1 ∧ y1)⊕ · · · ⊕ (xn ∧ yn), (7.33)

т.е. скалярное произведение по модулю 2.3 Заметим, что
это эквивалентно последовательному применению одно-
битового преобразование Адамара к каждому из n кубитов.
Вычисление функции f производим опять с помощью опе-
рации (гейта) f-controlled-NOT (средний гейт на рис. 7.3),
которое определяется как

|x〉|y〉 f−c−N−→ |x〉|y⊕ f(x)〉 . (7.34)

Это практически совпадает с определением (7.25), за исклю-
чением того, что x ∈ {0, 1}n. В заключение применяем опять
преобразование Адамара ко всем n контрольным битам.

Рассмотрим последовательность перечисленных дей-
ствий. После первого применения преобразования Адамара

3Здесь операция (x1∧y1) означает (x1 ANDy1). Для x1 ∈ {0, 1}, y1 ∈
{0, 1} операция (x1 ANDy1) дает 1, если x1 = y1 = 1, и — 0 во всех
других случаях.
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состояние всех битов есть∑
x∈{0,1}n

|x〉
(
|0〉− |1〉

)
. (7.35)

Заметим, что сумма содержит все возможные значения x (а
их 2n !). После гейта f-controlled-NOT получаем

∑
x∈{0,1}n

(−1)f(x)|x〉
(
|0〉− |1〉

)
. (7.36)

Фактически этим одним вычислением функции f мы полу-
чили информацию о всех (!) возможных значениях f(x). На-
конец после последнего преобразования Адамара состояние
всех битов есть∑

x,y∈{0,1}n
(−1)f(x)⊕(x·y)|y〉

(
|0〉− |1〉

)
. (7.37)

Теперь заметим, что амплитуда состояния |00 · · · 0〉 (кон-
трольных n битов) равна∑

x∈{0,1}n

(−1)f(x)

2n
. (7.38)

Поэтому, если f постоянна, то амплитуда этого состояния
есть

(−1)f(00··· 0) |00 · · · 0〉
(
|0〉− |1〉

)
,

т.е. она отлична от нуля. Однако, если функция f сбалан-
сированная, тогда сумма (7.38) будет равна нулю. Таким
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образом, измеряя n контрольных кубитов (точнее, их про-
екцию на состояние |00 · · · 0〉), можно определить, является
ли функция f постоянной или сбалансированной.
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Глава 8

Классический и
квантовый шум

Данная глава посвящена описанию шума. Мы используем
подход, изложенный в обзоре [23]. Начнем с классического
шума.

8.1 Описание классического шума

Рассмотрим классический стационарный шум наряжения
v(t) с нулевым средним (т.е. 〈v(t)〉 = 0). Его корреляционн-
ня функция

Gvv(t− t
′) = 〈v(t) v(t ′)〉 (8.1)

описывает степень корреляции флуктуаций напряжений в
моменты времени t и t ′. Стационарность шума означает,
что автокорреляционная функция Gvv зависит только от
разности времен (t − t ′). Ниже мы будем использовать эр-
годическую гипотезу, которая утверждает, что для ста-
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ционарных гауссовых случайных процессов усреднение по
ансамблю эквивалентно усреднению по большому времени.
Будем считать шум гауссовым — тогда автокорреляцион-
ная функция полностью описывает свойства шума. Напом-
ним, что согласно центральной предельной теореме распре-
деление случайного процесса стремится к гауссовому, если
он представляет собой сумму большого числа независимых
случайных процессов. Также будем предполагать, что ав-
токорреляционная функция спадает к нулю за характерное
время корреляции τc.

Спектральная плотность шума, которая измеряется ана-
лизатором спектра, пропорциональна мощности шумового
сигнала на различных частотах. Для того, чтобы ввести по-
нятие спектральной плотности, сначала введем Фурье пре-
образование случайной реализации шума, измеренного на
отрезке времени T 1:

VT(ω) =
1√
T

∫ T/2
−T/2

v(t) eiωt dt (8.2)

В пределе T � τc интеграл по времени фактически равен
сумме большого числа ' T/τc интегралов, которые практи-
чески не коррелируют друг с другом. Это подобно задаче
о случайных блужданиях, в которой, как известно, средне-
квадратичный уход пропорционален

√
T . Из этих соображе-

1Здесь мы используем формулы преобразования Фурье в виде (8.2)
экспонентой eiωt, как это принято в квантовой теории. В классической
физике обычно принимают другой знак в экспоненте, т.е. e−iωt.
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ний мы выбрали нормировку на
√
T (с тем, чтобы величина

VT(ω) практически не зависела от длины отрезка време-
ни T ). Заметим, что Фурье образ VT(ω) имеет размерность
Вольт

√
сек, которая обычно записывается как V/

√
Hz.

Спектральная плотность (часто говорят “спектральная
плотность мощности флуктуаций”) определяется как усред-
нение по ансамблю2:

SVV(ω) = lim
T→∞〈|VT(ω)|2〉 = lim

T→∞〈VT(ω)VT(−ω)〉 (8.3)

Здесь второе равенство следует из того факта, что v(t) яв-
ляется вещественной величиной, т.е V∗(ω) = V(−ω).

По теореме Винера-Хинчина двусторонняя спектральная
плотность связана с корреляционной функцией преобразо-
ванием Фурье:

SVV(ω) =

∫∞
−∞GVV(t) e

iωt dt, (8.4)

Gvv(t) =

∫∞
−∞ SVV(ω) e−iωt

dω

2π
(8.5)

Из свойств преобразования Фурье следует, что время
корреляции τc обратно пропорционально ширине спектра.
В предельном случае “белого” шума (т.е. τc → 0) спектраль-
ная плотность становится постоянной величиной:

Gvv(t) = σ
2δ(t), → SVV(ω) = σ2 (8.6)

2Здесь и далее идет речь о “двустороннем” определении спектральной
плотности.
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В противоположном случае длинного времени корреляции
спектральная плотность ограничена узкой полосой частот
(не обязательно около нуля частот).

Поскольку v(t) является действительной классической
величиной, ее корреляционная функция Gvv всегда веще-
ственна. Кроме того, классическая величина v(t) коммути-
рует сама с собой: 〈v(t) v(t ′)〉 = 〈v(t ′) v(t)〉. Именно отсюда
следует четность как корреляционной функции Gvv(t), так
и спектральной плотности SVV(ω):

Gvv(t) = Gvv(−t), SVV(ω) = SVV(−ω) (8.7)

В качестве примера рассмотрим классический гармони-
ческий осциллятор массы M и собственной частоты ω0,
который находится в равновесии с большим термостатом
при температуре T . В пределе бесконечно малого затуха-
ния уравнения движения известны:

x(t) = x(0) cosω0t+
p(0)

Mω0
sinω0t, (8.8)

p(t) = p(0) cosω0t− x(0)Mω0 sinω0t, (8.9)

где x(0) и p(0) случайные координата и импульс в момент
времени t = 0 (в последующие моменты осциллятор сво-
бодно эволюционирует, но дополнительных шумов не добав-
ляется). Отсюда можно сразу найти автокорреляционную
функцию для координаты

Gxx ≡ 〈x(t)x(0)〉 =
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= 〈x(0)x(0)〉 cosω0t+
〈p(0)x(0)〉
Mω0

sinω0t (8.10)

В классике в состоянии теплового равновесия координата и
импульс не коррелируют друг с другом — поэтому второй
член в последней формуле равен нулю. Используя теорему
о равнораспределении, получаем:

Mω2
0〈x2〉
2

=
kBT

2
, ⇒ Gxx(t) =

kBT

Mω2
0

cosω0t (8.11)

Используя теорему Винера-Хинчина, находим спектраль-
ную плотность

SVV(ω) =
kBT

2Mω2
0

[
δ(ω−ω0) + δ(ω+ω0)

]
, (8.12)

которая действительно является четной функцией частоты.
Появление дельта-функций в (8.12) связано с приближе-

нием бесконечно малого затухания. Это же является и при-
чиной бесконечно большого времени корреляции, что про-
является в поведении автокорреляционной функции (8.11),
которая не спадает к нулю при t→∞.

В случае конечного малого затухания γ� ω0 получим:

Gxx(t) =
kBT

Mω2
0

e−γ|t| cosω0t, (8.13)

SVV(ω) =
kBT

Mω2
0

[
γ

γ2 + (ω−ω0)2
+

γ

γ2 + (ω+ω0)2

]
.

Подчеркнем, эта формула выписана в предположениях а)
начальное состояние осциллятора соответствует тепловому;
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б) при эволюции дополнительного шумового воздействия не
вносится3.

8.2 Спектральная плотность
классического шума

Для измерения спектральной плотности классического шу-
ма существует 2 способа.

Измерение по оцифрованной реализации. Современная тех-
ника позволяет достаточно просто получить реализацию
v(t) случайного процесса длины T , записанную в цифро-
вой форме, а затем численно рассчитать корреляционную
функцию Gvv(t) в соответствии с определением (8.1). А
спектральная плотность может быть рассчитана по теоре-
ме Винера-Хинчина (8.4). Следует заметить, что в опреде-
лении (8.1) предполагается усреднение по ансамблю, что
практически сделать затруднительно. Обычно усреднение
по ансамблю заменяют усреднением по достаточно боль-
шому времени T (по сравнению с временем корреляции:
T � τc), обосновывая это эргодической гипотезой. Но в
этом случае спектральная плотность может оказаться от-
рицательной или комплексной для некоторых частот, это

3Это довольно искусственное допущение, поскольку обычно затуха-
ние сопровождается дополнительными шумовыми силами, действую-
щими на осциллятор со стороны термостата.
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издержки численных вычислений при конечном времени
усреднения.

Более надежный способ заключается в расчете Фурье об-
раза VT(ω) по реализации v(t) в соответсвии с ф-лой (8.2),
а затем по ф-ле (8.3) — рассчитать спектральную плот-
ность. В этом случае спектральная плотность по определе-
нию будет всегда положительной. Такой метод измерения
по оцифрованной реализации случайного процесса широ-
ко применяется для сигналов радио диапазона с частотами
6 100 МГц.

Стандартная процедура измерения спектральной плотности

сигналов СВЧ диапазона частот выше 100 Мгц состоит из
нескольких этапов. Сначала с помощью гетеродинирования
спектр сигнала сдвигают в область более низких промежу-
точных частот на некоторую величину Ω. Затем получен-
ный сигнал подают на вход фильтра, который пропускает
частоты внутри узкой полосы частот ∆ω вокруг выбран-
ной средней ωo частоты. Сигнал с выхода фильтра подает-
ся на квадратичный детектор (диод), а сигнал с детектора
затем усредняется в течение достаточно большого времени
� 1/∆ω. Этот усредненный сигнал пропорционален спек-
тральной плотности исходного сигнала на частоте ω0 +Ω.

Запишем эту процедуру аналитически, для простоты
опуская этап гетеродинирования. Обозначим через vf(t) на-
пряжение на выходе фильтра. Для Фурье образа Vf(ω) это-
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го напряжения имеем

Vf(ω) = f(ω)V(ω), (8.14)

где f(ω) — коэффициент передачи фильтра, а V(ω) — Фу-
рье образ напряжения на входе фильтра (которое мы изме-
ряем). Из (8.5) следует, что напряжение на выходе квадра-
тичного детектора будет пропорционально величине 〈I〉:

〈I〉 ∼ 〈v2f(t)〉 =
∫∞
−∞
∣∣f(ω)

∣∣2SVV(ω)
dω

2π
(8.15)

Узкополосный фильтр пропускает только напряжение
вблизи частот ±ω0, в предельном случаем мы можем при-
нять 4

|f[ω]|2 = δ(ω−ω0) + δ(ω+ω0), (8.16)

откуда сразу получаем

〈I〉 = SVV(−ω0) + SVV(ω0) (8.17)

Как и ожидалось, квадратичный детектор измеряет симмет-
ричную по частоте спектральную плотность классического
шума.

Таким образом, мы рассмотрели два способа измерения
спектральной плотности классического шума:

4Напряжение на выходе линейного пассивного фильтра определяется
сверткой Vout(t) =

∫+∞
−∞ dt ′ F(t − t ′)Vin(t

′), где вещественная функция
F(t) описывает действие фильтра (в силу причинности F(t < 0) =

0). Отсюда следует, что ее Фурье образ f(ω) подчиняется условию
f(−ω) = f∗(ω), а функция |f(ω)|2 является четной (по частоте).
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1. Для низких частот 6 100 МГц радио-диапазона непо-
средственно записывают достаточно длинную реали-
зацию случайного процесса, по ней вычисляют пре-
образование Фурье VT(ω) (8.2). В свою очередь по
ней вычисляют двустороннюю спектральную плот-
ность SVV(ω) (8.3), а по ней — автокорреляционную
функцию;

2. Для более высоких СВЧ частот используют узкополос-
ный фильтр и квадратичный детектор. Для промежу-
точных частот используют комбинацию этих способов.
В реальности методы не ограничиваются упомянуты-
ми. Для более высоких частот (ближнего инфракрас-
ного диапазона) используют так называемые фурье-
спектрометры (“Fourier Transform spectrometer” ’), ко-
торые основаны на прямом измерении автокорреляци-
онной функции сигнала. В инфракрасном, видимом и
ультрафиолетовом диапазоне используют другие мето-
ды с использованием комбинации дифракционных ре-
шеток и щели.

8.3 Введение в квантовое описание шума

Следуя теореме Винера-Хинчина, использованной для опи-
сания классического шума, можно выписать выражение для
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спектральной плотности квантового шума

Sxx(ω) =

∫+∞
−∞ dt e

iωt〈x̂(t)x̂(0)〉 (8.18)

где x̂(t) — квантовый оператор координаты (в представ-
лении Гейзенберга), а угловые скобки описывают кванто-
вое статистическое усреднение с помощью матрицы плотно-
сти. Далее будем обозначать заглавной буквой S(ω) спек-
тральную плотность классического шума, а для спектраль-
ной слотности квантового шума используем заглавную бук-
ву S(ω).

Заметим, что в определении (8.18) выбран опрелеленный
порядок — именно 〈x̂(t)x̂(0)〉, а не 〈x̂(0)x̂(t)〉. Такой порядок
обычно используется в литературе.

В качестве простейшего примера рассмотрим тот же гар-
монический осциллятор частоты ω0 (в состоянии теплового
равновесия и при бесконечно слабой связи с термостатом).
Для операторов в представлении Гейзенберга справедливы
те же уравнения движения, что и в классической механике
с той лишь разницей, что начальные условия определяются
соответсвующими операторами:

x̂(t) = x̂(0) cos(ω0t) + p̂(0)
1

Mω0

sin(ω0t)

p̂(t) = p̂(0) cos(ω0t) − x̂(0)Mω0 sin(ω0t). (8.19)

Вычисление корреляционной функции очевидно:

Gxx(t) = 〈x̂(t)x̂(0)〉 = (8.20)
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Рис. 8.1: Cпектральная плотность флуктуации напряжения на сопро-
тивлении как функция частоты при нулевой температуре (пунктирная
линия) и конечной температуре (сплошная линия). Классический слу-
чай соответствует }ω/κT � 1.

= 〈x̂(0)x̂(0)〉 cos(ω0t) + 〈p̂(0)x̂(0)〉
1

Mω0
sin(ω0t).

В классике второй член исчезает, поскольку в состоянии
теплового равновесия координата и импульс не коррелиру-
ют. Как мы вскоре убедимся, в квантовом случае симметри-
зованный коррелятор (иногда называемый “классическим”)
в состоянии теплового равновесия равен нулю:

〈x̂p̂+ p̂x̂〉 = 0, (8.21)

(как и в классике). Однако в квантовом случае не равен
нулю коммутатор

[x̂(0), p̂(0)] = i}. (8.22)

Формально это означает, что в квантовом случае должна
быть корреляция между координатой и импульсом (заме-
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тим, мнимая), поскольку 〈x̂(0)p̂(0)〉− 〈p̂(0)x̂(0)〉 = i}. Для
расчета флуктуаций удобно ввести операторы рождения и
уничтожения

x̂ = x0(â
† + â) (8.23a)

p̂ =
i}
2x0

(â† − â), (8.23b)

где x0 есть неопределенность координаты в основном состо-
янии

x20 ≡ 〈0|x̂2|0〉 =
}

2Mω0

. (8.24)

В состоянии теплового равновесия

〈p̂(0)x̂(0)〉 = −i
}
2
, 〈x̂(0)p̂(0)〉 = +i

}
2
, (8.25a)

〈p̂(0)x̂(0) + x̂(0)p̂(0)〉 = 0, (8.25b)

〈x(0)2〉 = x20 (2nT + 1) , nT = 〈a†a〉T =
}ω0

e}ω0/κT − 1
,

где nT — среднее тепловое число квантов в осцилляторе,
κ — постоянная Больцмана, T — температура. Мало того,
что в квантовом случае координата и момент коррелиру-
ют, но их коррелятор является мнимым!5 Это означает, что
несмотря на то, что координата есть эрмитова переменная,
чьи собственные значения вещественны, ее автокорреляци-
онная функция комплексна (это следует из (8.20 и 8.25)):

Gxx(t) = x
2
0

{
nTe

+iω0t + [nT + 1]e
−iω0t

}
, (8.26)

5Формально причина этого заключается в том, что произведение эр-
митовых операторов не всегда есть эрмитов оператор.
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Оператор координаты x̂ не коммутирует сам с собой в раз-
личные моменты времени — именно “благодаря” этому об-
стоятельству корреляционная функция (8.26) является ком-
плексной, а спектральная плотность не является четной по
частоте

Sxx[ω]

2πx20
= nTδ(ω+ω0) + [nT + 1]δ(ω−ω0), (8.27)

nT = 〈a†a〉T , nT + 1 = 〈aa†〉T . (8.28)

Часть спектральной плотности для положительных частот
“отвечает” за излучение из термостата в осциллятор (она
пропорциональна 〈aa†〉T), тогда как спектральная плот-
ность для отрицательных частот описывает излучение из
осциллятора в термостат (она пропорциональна 〈a†a〉T).
Иными словами, спектральная плотность для положитель-
ных частот есть мера способности осциллятора поглощать
энергию, тогда как спектральная плотность для отрица-
тельных частот есть мера способности осциллятора излу-
чить энергию. Это иллюстрирует рис. 8.1.

Качественно описание, приведенное выше, будет деталь-
но подтверждено при рассмотрении работы квантовых ана-
лизаторов спектра. Конечно, мы не можем измерить ком-
плексную автокорреляционную функцию Gxx(t). Однако,
как будет ниже показано, возможно определить ее Фурье-
образ Sxx[ω] как для положительных, так и для отрицатель-
ных частот [24, 25, 26].
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Очевидно, в пределе высоких температур κT � }ω0

nT ∼ nT + 1 ∼
κT

}ω0
. (8.29)

формула (8.27) переходит в классическое выражение (8.17).

8.4 Квантовые анализаторы спектра

Рассмотрим квантовую частицу (атом или электрическую
цепь), имеющую два уровня |g〉 and |e〉, разность энергий
которых E = }ω01. Будем считать, что все другие уровни
имеют значительно большую энергию и мы не будем их при-
нимать во внимание. Такая двухуровневая система может
быть использована как спектрометр для измерения кванто-
вого шума [26].

8.4.1 Классический шум

Известно, что духуровневой системе можно сопоставить ча-
стицу со спином 1/2 в магнитном поле (направленном по
оси z): состояние со спином вниз есть |g〉, а со спином вверх
— |e〉. Намильтониан такой частицы равен (энергия частицы
на уровне |g〉 равна −}ω01/2)

Ĥ0 =
}ω01

2
σ̂z, . (8.30)

где σ̂z — оператор проекции спина на ось z (описывается
одной из матриц Паули).
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Наша цель — использовать скорость переходов двухуров-
невой системе с одного уровня на другой под действием
внешнего шума для измерения шума. Если, например, шум
характеризуется амплитудой F(t), тогда гамильтониан вза-
имодействия равен:

V̂ = AF(t)σ̂x, (8.31)

где A есть константа связи, σ̂x — оператор проекции спина
на ось x6. Пока мы считаем F(t) классической величиной
(ниже будет приведено и обобщение на квантовый случай).

Двухуровневая система является резонансной, это выра-
жается в том, что

σ̂x = σ̂−e
−iω01t + σ̂+e

iω01t , (8.32a)

напомним: σ̂−|g〉 = 0, σ̂−|e〉 = |g〉, (8.32b)

σ̂+|g〉 = |e〉, σ̂+|e〉 = 0 (8.32c)

Поэтому представляем F(t) = f(t)e−iω01t+f∗(t)eiω01t, где
f(t) — медленные амплитуды и оставляем в гамильтониане
взаимодействия только медленные члены, а быстро осцил-
лирующие отбрасываем:

V̂ = A
{
f(t)σ̂+ + f∗(t)σ̂−

}
, (8.33)

6В общем случае возмущение будет содержать и оператор σ̂y про-
екции спина на ось y. Однако простым поворотом системы координат
вокруг оси z энергию взаимодействия можно записать через оператор
σ̂x.
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Будем считать, что константа связи A может быть сдела-
на достаточно малой, чтобы можно было применить метод
возмущений. Состояние двухуровневой системы описывает-
ся суперпозицией:

|ψ(t)〉 = αg(t)|g〉+ αe(t)|e〉, (8.34)

В представлении взаимодействия теория возмущений дает
в первом порядке малости

|ψI(t)〉 = |ψ(0)〉− i

}

∫ t
0

dτ V̂(τ)|ψ(0)〉. (8.35)

Если первоначально двухуровневая система находится в
нижнем состоянии (αe(0) = 0, αg(0) = 1), то амплиту-
да перехода в верхнее состояние за время t находится из
Eq. (8.35)

αe(t) = −
iA

}

∫ t
0

dτ 〈e|σ̂x(τ)|g〉F(τ),

= −
iA

}

∫ t
0

dτ eiω01τ F(τ). (8.36)

Для нас важен знак (+) в экспоненте eiω01τ, который полу-
чается из применения формул для σ̂x = σ̂+ + σ̂− (8.32). По-
скольку подъинтегральная функция F(t) в (8.36) есть слу-
чайная величина, то αe есть сумма большого числа случай-
ных членов, т.е. мы имеем задачу случайных блужданий
по комплексной плоскости. В результате при времени ин-
тегрирования значительно больше времени корреляции τc
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интеграл будет возрастать не линейно со временем t, а про-
порционально

√
t (как для задачи случайных блужданий).

Теперь нетрудно посчитать вероятность

pe(t) ≡ |αe|
2 =

A2

}2

∫ t
0

∫ t
0

dτ1dτ2 e
−iω01(τ1−τ2)F(τ1)F(τ2).

После усреднения по ансамблю получим

p̄e(t) =
A2

}2

∫ t
0

∫ t
0

dτ1dτ2 e
−iω01(τ1−τ2) 〈F(τ1) F(τ2)〉 (8.37)

Подчеркнем, именно такой порядок 〈F(τ1) F(τ2)〉 при усред-
нении следует из квантового рассмотрения (см. ниже фор-
мулу (8.46) и объяснения там).

Перейдем к новым переменным интегрирования в инте-
грале (8.37):

τ = τ1 − τ2, T = (τ1 + τ2)/2,

p̄e(t) =
A2

}2

∫ t
0

dT

∫B
−B

dτe−iω01τ 〈F(T + τ/2) F(T − τ/2)〉 ,

B =

{
T if T < t/2,
t− T if T > t/2

Очевидно, что вероятность p̄e(t) будет расти квадратично
по времени t для коротких времен t < τc и линейно для
длинных времен t > τc. Нас будет интересовать именно
второй случай, это позволяет во втором интеграле перейти
к бесконечным пределам (B → ∞). Кроме того, предполо-
жим стационарность шума. В результате получаем:

p̄e(t)|t�τc '
A2

}2

∫ t
0

dT

∫∞
−∞ dτ e

−iω01τ 〈F(τ) F(0)〉 =
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=
tA2

}2

∫∞
−∞ dτ e

−iω01τ 〈F(τ) F(0)〉 (8.38)

Напомним теорему Винера-Хинчина (8.4):

SFF(ω) =

∫+∞
−∞ dτ e

iωτ〈F(τ)F(0)〉, (8.39)

Подставляя эту формулу в (8.38), находим вероятность най-
ти систему на верхнем состоянии, которая линейно растет
со временем при больших временах7

p̄e(t) = t
A2

}2
SFF(−ω01) (8.40)

Производная этой вероятности дает скорость перехода в
верхнее сстояние

Γ↑ = A2

}2
SFF(−ω01) (8.41)

Важно, что в последнее выражение входит спектральная
плотность для отрицательных частот. Если F описывает
классический шум, 〈F(τ)F(0)〉 действительно, а SFF(−ω01) =

SFF(+ω01). Однако, ниже бы будем также рассматривать
F как оператор, действуюший со стороны термостата,[
F̂(τ), F̂(0)

]
6= 0 и SFF(−ω01) 6= SFF(+ω01).

7Заметим, что при слишком больших временах теория возмущений
становится неприменима (это означает, что формально p̄e(t) > 1). Од-
нако, при достаточно малой константеA существует широкий диапазон
времен τc � t� 1/Γ для которых справедливо (8.40). При этом урав-
нения (8.41) и (8.42) дают правильные скорости переходов, которые
могут быть использованы для описания динамики системы, включая
и большие времена.
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Другая возможность использования двух уровневой ча-
стицы как детектора — приготовить двухуровневую систе-
му в возбужденном состоянии и регистрировать переход на
нижний уровень. Вычисления для этого случая совершенно
аналогичны за исключением знака перед частотой

Γ↓ = A2

}2
SFF(+ω01). (8.42)

Мы видим, что рассмотренная двухуровневая система дей-
ствительно может быть использована как квантовый ана-
лизатор спектра. Для этого мы должны приготовить двух-
уровневую системы в нижнем (или возбужденном) состо-
янии, реализовать слабую связь с термостатом и по исте-
чении достаточно длительного времени измерить, на каком
уровне оказалась система. После повторения этой процеду-
ры много раз мы можем измерить спектральную плотность.
Важно, что в отличие от классического анализатора спектра
мы можем измерять спектральную плотность для положи-
тельных и отрицательных частот отдельно, поскольку мы
измеряем отдельно скорости перехода вверх или вниз. Шум
на отрицательных частотах приводит к передаче энергии от
источника шума анализатору спектра, тогда как шум на
положительных частотах проволит к передаче энергии от
спектрометра источнику шума.

Заметим, что существует несколько определений спек-
тральной плотности. Часто используют так называемое
“одностороннее” определение, подразумевая под спектраль-
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ной плотностью SFF(+ω) + SFF[−ω]. Это удобно для опи-
сания классического шума, для которого, как известно,
SFF(+ω) = SFF[−ω]. Для описания квантовых шумов
иногда вводят антисимметричную комбинацию SFF(+ω) −

SFF(−ω). На наш взгляд, более физически осмысленным яв-
ляется выделение спектральной плотности для положитель-
ных и отрицательных частот. Такое разделение оказывается
особенно удобным при описании неравновесных систем.

Обычно интуитивно предполагают, что спектрометр из-
меряет малую часть шумового сигнала, получаемого от ис-
точника шума. В случае измерения квантового шума это
не так, поскольку для полного измерения шума надо изме-
рять потоки энергии в обоих направлениях: как от источни-
ка шума (термостата) к спектрометру (для отрицательных
частот), так и от спектрометра к термостату (для положи-
тельных частот).

8.4.2 Квантовый шум

Теперь мы рассмотрим квантовый случай. Возникает
вполне правомочный вопрос о порядке членов в классиче-
ских скобках (8.37). Для пояснения мы должны рассмат-
ривать квантовый случай и считать случайную силу кван-
товым оператором Гейзенберга, действующем в гильберто-
вом пространстве шумовых источников, т.е. ставить шляпку
F̂(t). В этом случае надо учитывать что, состояние системы

159



надо записывать в виде:

|ψ(t)〉 = (αe(t)|e〉+ αg(t)|g〉) |nT〉, (8.43)

где |nT〉 описывает состояние термостата, характеризуемое
средним тепловым числом квантов nT .

Пусть опять первоначально двухуровневая система на-
ходится в нижнем состоянии (αe(0) = 0, αg(0) = 1). Тогда
амплитуда перехода в верхнее состояние за время t нахо-
дится из Eq. (8.35)

αe(t) = 〈nT |〈e|ψ(t)〉 = −
iA

}

∫ t
0

dτ eiω01τ F̂(τ). (8.44)

Теперь можем выписать вероятность перехода в возбужден-
ное состояние

p̄e = |αe(t)|
2 = 〈ψ(t)|nT〉e〉 〈nT |〈e|ψ(t)〉 = (8.45)

=
A2

}2

〈∫ t
0

dτ1 F̂(τ1)e
−iω01τ1

∫ t
0

dτ2dτ2 F̂(τ2)e
iω01τ2

〉
(8.46)

Отсюда сразу получается уравнение (8.37). (Если бы у ато-
ма было несколько верхних уровней |ei〉, то для вероятности
перейти в одно из возбужденных состояний надо было бы
писать

∑
i〈ψ(t)|ei〉〈ei|ψ(t)〉.)

Таким образом, выкладки выше остаются в силе (поря-
док в определении величины F̂(τ1)F̂(τ2) выбран правиль-
но), уравнения (8.41,8.42) справедливы для квантового слу-
чая и мы можем подразумевать под угловыми скобками в
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(8.37,8.39) квантовое усреднение (рассчитанное при отсут-
ствии связи со спектрометром). Для спектральной плотно-
сти получим следующую формулу:

SFF(ω) =

∫+∞
−∞ dτ e

iωτ
∑
α,γ

ραα 〈α|F̂(τ)|γ〉〈γ|F̂(0)|α〉. (8.47)

Здесь мы предположили стационарность, когда матрица
плотности ρ термостата (источника шума) диагональна в
энергетическом представлении. (Это не означает, однако,
что термостат находится в тепловом равновесии.) Отсюда
получаем стандартное выражение для спектральной плот-
ности в квантовом случае :

SFF(ω) =

∫+∞
−∞ dτ e

iωτ
∑
α,γ

ραα e
i
}(εα−εγ)τ |〈α|F̂|γ〉|2

= 2π}
∑
α,γ

ραα |〈α|F̂|γ〉|2δ(εγ − εα − }ω). (8.48)

Подставляя эту формулу в (8.41,8.42), можно вывести из-
вестное золотое правило Ферми для скоростей переходов.

Представленный подход позволяет рассматривать ско-
рость перехода системы с дискретными уровнями, пользу-
ясь золотым правилом Ферми, как действие термостата (ис-
точника квантового шума), вызывающего квантовые слу-
чайные блуждания. В частности, рассматривая возмущение
(связь с континуумом термостата) как квантовый шум с ма-
лым, но конечным временем релаксации, мы можем объяс-
нить, почему вероятность перехода растет квадратично со
временем на коротких временах и линейно — на длинных.
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Важно помнить, что полученные выше выражения спра-
ведливы только для случая, когда время релаксации мало
по сравнению с типичным характерным временем поряд-
ка обратной скорости перехода. Малость времени корреля-
ции релаксации также означает широкополосность шума. В
стандартной модели термостат представляют как бесконеч-
ный набор гармонических осцилляторов, частоты которых
образуют непрерывный набор (континуум).

В простейшем случае, когда термостат находится в тер-
модинамическом равновесии, скорости переходов в двух-
уровневой системе должны подчиняться условию детально-
го равновесия

Γ↓
Γ↑ = e}ω01/κT (8.49)

для того, чтобы равновесные населенности уровней в двух-
уровневой системе описывались правильными выражения-
ми. Это, в свою очередь, дает отношение для спектральных
плотностей 8:

SFF(+ω01) = e
}ω01/κTSFF(−ω01). (8.50)

Отсюда, кстати, сразу следует, что для классического шу-
ма, когда kT � }ω01, спектральные плотности для по-
ложительных и отрицательных частот равны: SFF(ω01) =

8Конечно, можно доказать условие детального равновесия простым
расчетом квантового шума для термостата в термодинамическом рав-
новесии, например, используя (8.26) и используя тождество (1 +

nT)/nT = exp }ω/κT .
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SFF(−ω01).
Сказанное можно интерпретировать следующим обра-

зом. В классике двусторонняя спектральная плотность
SFF(ω) случайной силы F, действующей со стороны термо-
стата, определяется по формуле:

〈F(ω)F∗(ω ′)〉 = 2πδ(ω−ω ′) SFF(ω) (8.51)

Термостат представляет собой набор большого числа осцил-
ляторов, находящихся в тепловом равновесии. Обозначая
комплексные амплитуды этих осцилляторов через f(ωk) мы
можем записать

F(t) =
∑
k

βk
(
f(ωk)e

−iωkt + f∗(ωk)e
iωkt
)
, (8.52)

где βk численные коэффициенты, учитывающие вклад каж-
дого теплового осциллятора (в пределе сумма переходит в
интеграл). Для резонансных взаимодействий, которые мы
рассматриваем, мы можем считать βk = 1 (сила взаимодей-
ствия описывается коэффициентом A в формулах выше).
Тогда можно записать:

〈F(ω)F∗(ω ′)〉 = 〈f(ω)f∗(ω ′)〉+ 〈f∗(ω)f(ω ′)〉+ (8.53)

+ 〈f∗(ω)f∗(ω ′)〉+ 〈f(ω)f(ω ′)〉 = (8.54)

= 〈f(ω)f∗(ω ′)〉+ 〈f∗(ω)f(ω ′)〉 (8.55)

В квантовом случае мы можем записать

〈F̂(ω)F̂∗(ω ′)〉 = 〈f̂†(ω)f̂(ω ′)〉+ 〈f̂(ω)f̂†(ω ′).
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И тогда можно просто определить спектральную плотность
как

〈f̂(ω)f̂†(ω ′)〉 = 2π δ(ω−ω ′)SFF(ω), if ω > 0,

〈f̂†(ω)f̂(ω ′)〉 = 2π δ(ω−ω ′)SFF(ω), if ω < 0

8.4.3 Гармонический осциллятор

Рассмотрим гармонический осциллятор, слабо связанный с
термостатом, как анализатор спектра. В отличие от двух-
уровневой системы, осциллятор имеет бесконечный набор
эквидистантных энергетических уровней. Однако также как
и двухуровневая система, осциллятор имеет собственную
частоту, что и позволяет его рассматривать как анализа-
тор спектра. Более того, это позволит с еще одной точки
зрения рассматривать квантовый шум и проанализировать
понятие “эффективной температуры ” термостата в нерав-
новесном состоянии.

Гармонический осциллятор частоты ω0 и массы M опи-
сывается гамильтонианом

H0 =
p̂2

2M
+
Mω2

0x̂
2

2
= }ω0

(
ĉ†ĉ+

1

2

)
(8.56)

где ĉ — оператор уничтожения осциллятора. Шум действу-
ет как слабая флуктуационная сила F(t), он описывается
гамильтонианом взаимодействия:

V̂ = Ax̂F̂ = A
[
x0(ĉ+ ĉ

†)
]
F̂, x0 ≡

√
}

2Mω0
(8.57)
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где A есть постоянная связи (которая опять предполагается
достаточно малой). Время корреляции шума F(t) мы опять
предполагаем достаточно малым. Шум F(t) вызывает пере-
ходы осциллятора с уровня на уровень. Для расчета скоро-
стей перехода применяем метод возмущений и для скорости
перехода из состояния |n〉 в |n+ 1〉:

ψ(t)〉 = |ψ(0)〉− i

}

∫ t
0

dτ V̂(τ)|ψ(0)〉, |ψ(0)〉 = |n〉,

(8.58)

cn+1 ≡ 〈n+ 1|ψ(0)〉 = −
i

}

∫ t
0

dτ 〈n+ 1|V̂(τ)|n〉 =

= −
iA x0

}
√
n+ 1

∫ t
0

F̂(τ) eiω0τ dτ (8.59)

Γn→n+1 ≡ 〈ψ(0)|n+ 1〉〈n+ 1|ψ(0)〉 =

=
A2x20
}2

(n+ 1)

∫ t
0

∫ t
0

〈F̂(τ1) F̂(τ2)〉e−iω0(τ1−τ2) dτ1dτ2.

Действуя также, как при вычислении перехода в двухуров-
невой системе (8.38), окончательно получаем

Γn→n+1 = A2

}2
[
(n+ 1)x20

]
SFF(−ω0) ≡ (8.60)

≡ (n+ 1)Γ↑.
Как и ожидалось, скорость перехода “вверх” определяется
спектральной плотностью на отрицательной частоте −ω0

(поглощение энергии из термостата). Множитель в квадрат-
ных скобках представляет собой просто матричный элемент
переход |〈n+ 1|x̂|n〉|2. Аналогично получаем скорость пере-
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хода с уменьшением числа квантов в осцилляторе:

cn−1 ≡ 〈n− 1|ψ(0)〉 = −
iAt x0

}
√
n

∫ t
0

F̂(τ) e−iω0τ dτ,

Γn→n−1 = A2

}2
[
nx20
]
SFF(ω0) ≡ nΓ↓ (8.61)

Скорость перехода “вниз” определяется спектральной плот-
ностью на положительной частоте +ω0 (излучение энергии
в термостат).

С помощью этих формул для скоростей переходов
несложно записать кинетическое уравнение для вероятно-
сти pn(t) найти осциллятор на уровне n:

d

dt
pn = [nΓ↑pn−1 + (n+ 1)Γ↓pn+1] − (8.62)

− [nΓ↓ + (n+ 1)Γ↑]pn (8.63)

Здесь два первых члена описывают переходы в состояние
|n〉 из состояний |n+ 1〉 и |n− 1〉, которые увеличивают pn.
Два последних члена описывают переходы из состоянияI |n〉
в состояния |n+ 1〉 and |n− 1〉, уменьшающие вероятность
pn.

Для стационарного состояния осциллятора (т.е. положив
d
dt
pn = 0) нетрудно решить уравнение (8.63). C учетом

(8.50) получаем:

pn = e−n}ω0/(κTeff)
(
1− e−}ω0/(κTeff)

)
. (8.64)

κTeff(ω0) ≡
}ω0

log
[
Γ↓
Γ↑
] = }ω0

log
[
SFF(ω0)
SFF(−ω0)

] (8.65)
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Уравнение (8.64) описывает осциллятор в тепловом равно-
весии с эффективной температурой Teff(ω0), которая опре-
деляется спектром квантового шума F̂. Это та же эф-
фективная температура, которая появлялась при рассмот-
рении двухуровневой системы как анализатора спектра.
Для равновесного источника шума спектральная плотность
SFF(ω) должна удовлетворять условию детального равнове-
сия (Eq. (8.49, 8.50)), а Teff совпадает с физической темпера-
турой термостата (источника шума). В более общем случае,
когда термостат не находится в равновесии, Teff характери-
зует лишь ассиметрию квантового шумая и может зависеть
от частоты9.

Мы можем получить больше информации о спектре кван-
тового шума F̂ рассматривая динамику осциллятора. В
частности, для его средней энергии 〈E〉

〈E(t)〉 =
∞∑
n=0

}ω0

(
n+

1

2

)
pn(t), (8.66)

мы можем получить из кинетического уравнения (8.63):

d

dt
〈E〉 = P − γ〈E〉, (8.67)

P =
}ω0

2
(Γ↑ + Γ↓) = A2

4M

[
SFF(ω0) + SFF(−ω0)

]
, (8.68)

γ = Γ↓ − Γ↑ = A2x20
}2

[SFF(ω0) − SFF(−ω0)] . (8.69)

9Эффективная температура может быть отрицательной, если излу-
чение термостата превалирует над поглощением, что, как известно,
приводит к нестабильности.
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Два члена в правой части уравнения (8.67) описывают
соответственно нагревание и затухание осциллятора, вы-
званное термостатом. Нагревание полностью аналогично
классическому случаю: случайная сила вызывает случай-
ные блуждания осциллятора (диффузию), которая в свою
очередь вызывает линейное по времени увеличение энергии
〈E〉 со скоростью P. Из условия d〈E〉/dt = 0 нетрудно найти
среднюю энергию

〈E〉 = P

γ
=

}2
[
SFF(ω0) + SFF(−ω0)

]
4Mx20

[
SFF(ω0) − SFF(−ω0)

]. (8.70)

Как видно из уравнения (8.68) в квантовом случае имен-
но симметричная по частоте часть спектральной плотно-
сти отвечает за этот эффект, который играет роль источ-
ника классического шума. Это еще одна причина считать(
SFF(ω0) + SFF(−ω0)

)
“классическим шумом”.

В духе такого описания энергия основного состояния
осциллятора 〈E〉 = }ω0/2 определяется балансом между
“нагреванием” нулевыми флуктуациями из термостата (оно
описывается симметричным коррелятором при T = 0) и
затухания. В качестве альтернативы (вполне корректной)
можно рассматривать только отклонение энергии 〈δE〉 =

〈E〉− }ω0/2. Для него уравнение эволюции
d

dt
〈δE〉 = 〈δE〉(Γ↑ − Γ↓) + Γ↑}ω0 (8.71)

при T = 0 содержит только член затухания, что приводит
к 〈δE〉→ 0.
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На первый взгляд, появление члена, описывающего за-
тухание в (8.67), вызвано исключительно квантовыми при-
чинами, поскольку пропорционален антисимметричной по
частоте части спектральной плотности. Это не удивитель-
но: затухание вызвано поглощением энергии термостатом
и антисимметричная часть прямо характеризует свойство
термостата сильнее поглощать, чем излучать энергию. А
классическое описание затухания основано на действии слу-
чайной силы с нулевым средним, т.е.

〈A · F(t)〉 = −Mγẋ(t) (8.72)

Строго говоря, оба способа описания затухания эквивалент-
ны. Как в классическом, так и в квантовом случае мы счи-
таем, что причина затухание лежит в изменении состояния
термостата в результате эволюции осциллятора, а следова-
тельно, средней силы F. В квантовом случае мы описываем
этот эффект, рассчитывая 〈F̂〉 из-за связи V = Ax̂F̂. В пред-
ставлении взаимодействия мы получаем обычное линейное
уравнение:

δ〈A · F̂(t)〉 = A2
∫
dt ′χFF(t− t

′)〈x̂(t ′)〉, (8.73)

где χFF(t) =
−i

}
θ(t)

〈
[F̂(t), F̂(0)]

〉
(8.74)

Удерживая только часть δ〈F(t)〉, отвечающую за диссипа-
цию (т.е. пропорциональную скорости, а не координате) и
учитывая то, что эволюция осциллятора происходит на ча-
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стоте ω0, переписываем (8.73) в той же форме, что и урав-
нение (8.72):

γ =
2A2x20

}
[−ImχFF[ω0]] =

2A2x20
}

[
−Im

∫∞
−∞ dte

iω0tχFF(t)

]
(8.75)

Стоит отметить, что прямые преобразования уравнения
(8.74) для χFF показывают, что выражение для γ эквива-
лентно прежней формуле:

γ =
2A2x20

}
[−ImχFF[ω0]] =

A2x20
}2

[SFF[ω0] − SFF(−ω0)]

(8.76)

Таким образом, мы можем рассматривать затухание с двух
эквивалентных точек зрения: как результат ответного воз-
действия термостата на движение осциллятора или переда-
ча энергии от осциллятора к термостату через те же пере-
ходы, которые отвечают за возникновение шума.

Возвращаясь к (8.68) и (8.69), мы видим, что можно ина-
че взглянуть на квантовый шум. Симметричная по часто-
те часть спектральной плотности шума отвечает за нагрев
(возбуждение тепловых колебаний осциллятора), тогда как
антисимметричная по частоте часть отвечает за внесение
термостатом диссипации.

Мы также видим, что гармонический осциллятор может
быть анализатором спектра квантового шума — измерения
скорости нагрева P (или, что эквивалентно, средней энергии

170



〈E〉) и затухания γ вполне достаточно для получения ин-
формации о спектральной плотности шума как на положи-
тельных, так и на отрицательных частотах ±ω0. Эта идея
была недавно проверена экспериментально [27] с использо-
ванием высокодобротного резонатора для измерения шума
обратного влияния одноэлектронного транзистора как на
положительных, так и на отрицательных частотах.

Из обсуждения, представленного выше, сразу следует
квантовый вариант флуктуационно-диссипативной теоремы
[28]. Как было показано для термостата, находящегося в
равновесии, положительные и отрицательные частоты спек-
тральной плотности шума связаны между собой условием
детального равновесия (8.50)). Это, в свою очередь, дает
связь между симметричной по частоте спектральной плот-
ности с затуханием, а антисимметричной по частоте — с
шумом. Вводя обозначение β = 1/(κT), получаем:

S̄FF(ω) ≡ SFF(ω) + SFF(−ω)

2
=
1

2
(1+ e−β}ω)SFF(ω) =

=
1

2

(1+ e−β}ω)

(1− e−β}ω)
(1− e−β}ω)SFF(ω) = (8.77)

=
1

2
coth(β}ω/2) (SFF(ω) − SFF(−ω)) (8.78)

= coth(β}ω/2)
}ωM
A2

γ(ω) (8.79)

Таким образом, условие детального равновесия приво-
дит к связи между шумом и затуханием, описываемой тем-
пературой. Для случая больших температур T � }ω0
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получаем хорошо известную классическую формулу для
флуктуационно-диссипативной теоремы:

A2SFF(ω0) = 2κTMγ (8.80)

Этот вывод немного отличается от встречающегося обычно
в литературе вывода для классичеких систем, основанного
на теореме о равнораспределении.

8.5 Измерение спектра в эксперименте

Как мы видели, квантовым анализатором спектра может
быть двухуровневая система (или гармонический осцилля-
тор), в котором мы можем отдельно измерять скорости пере-
ходов вверх или вниз между состояниями, различающимися
на некоторую энергию }ω > 0, где частота ω есть интере-
сующая нас частота. Скорость переходов вниз определяется
спектральной плотностью на положительной частоте +ω,
а скорость переходов вверх — спектральной плотностью на
отрицательной частоте −ω. В эксперименте эти идеи реали-
зуются, с помощью других, более удобных в работе систем.
В ряде экспериментов для измерения квантового шума бы-
ли использованы переходы типа сверхпроводник-изолятор-
сверхпроводник [29, 30], поскольку вольт-амперные харак-
теристики таких переходов очень чувствительны к погло-
щению или излучению энергии (так называемые photon-
assisted transport processes).
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В этом разделе мы рассмотрим дополнительные методы
детектирования квантового шума. В разделе 8.2 мы упомя-
нули, что одна из основных схем анализатора спектра со-
стоит из узкополосного фильтра и квадратичного детекто-
ра. Поэтому мы рассмотрим, такой анализатор с квантовой
точки зрения, пока не касаясь устройства самого детектора.
Затем рассмотрим схемы детектирования с фотоумножите-
лем и покажем, что в зависимости от измерительной схемы
можно измерять как симметричную

[
S(ω) + S(−ω)

]
, так и

антисимметричную
[
S(ω) − S(−ω)

]
спектральные плотно-

сти.

8.5.1 “Фильтр плюс диод”

Пусть гармонический осциллятор, рассмотренный как ана-
лизатор спектра в разделе 8.4.3, используется для кванто-
вого измерения шума в классической схеме “фильтр плюс
диод” (разд. 8.2). Пусть есть резонатор (например, LC-
контур) частоты ω0 и малого собственного затухания γ0
(т.е. γ0 � ω0), первоначальная температура которого Teq
(т.е. он связан со своим термостатом, чья температура Teq).
Обозначим через neq среднее число в резонаторе:

neq =
1

exp
(

}ω0
kBTeq

)
− 1

. (8.81)

В начальный момент на осциллятор начинает действо-
вать квантовый шум F̂(t), чью спектральную плотность на
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частотеω0 мы хотим измерить. Другими словами, в началь-
ный момент мы включаем связь между резонатором и кван-
товым термостатом при некоторой температуре Teff и хотим
зарегистрировать его воздействие. Пусть neff — среднее чис-
ло квантов, соответствующее температуре Teff[ω0] исследу-
емого источника шума F̂(t):

neff =
1

exp
(

}ω0
kBTeff(ω0)

)
− 1

. (8.82)

В классической схеме “фильтр плюс детектор” выходной
сигнал с фильтра подается на квадратичный детектор, чей
усредненный по времени отклик и дает величину спектраль-
ной плотности. Мы же для простоты мы будем рассматри-
вать изменение средней энергии резонатора (очевидно, что
это эквивалентно). В классическом случае действия класси-
ческого шума это вызовет увеличение средней энергии ре-
зонатора 〈E〉 пропорционально классической спектральной
плотности SFF[ω0].

По прошествии достаточно длинного времени (�
1/γ, 1/γ0) средняя энергия резонатора станет равной 〈E〉,
изменившись на величину ∆〈E〉:

〈E〉 = }ω0

(
1

2
+
neqγ0 + neffγ

γ+ γ0

)
, (8.83)

∆〈E〉 ≡ 〈E〉− }ω0

(
1

2
+ neq

)
= (8.84)

= }ω0 ·
γ

γ0 + γ
(neff − neq) . (8.85)
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Первый член в (8.85) описывает нагревание от измеряемо-
го источника (∼ neff), а второй (∼ neq) — нагревание от
“собственного” шума с учетом изменения затухания (γ0 →
γ0+γ). Переписываем это уравнение через симметричную и
антисимметричную части спектральной плотности SFF[ω0]:

∆〈E〉 = A2

2m (γ0 + γ)

[
SFF(ω0) + SFF(−ω0)

2
+ (8.86)

+

(
neq +

1

2

)
(SFF(ω0) − SFF(−ω0))

]
(8.87)

Мы видим, что изменение энергии ∆〈E〉 в общем случае
не пропорционально симметризованой спектральной плот-
ности S̄FF(ω0) (т.е. схема “фильтр плюс диод” не измеряет
просто симметризованную плотность квантового шума. Это
отражает лишь тот факт, что связь резонатора с источни-
ком шума проявляется двояко: изменяет затухание и уве-
личивает среднюю энергию. Как это следует из (8.87), для
того, чтобы этот анализатор спектра измерял симметризо-
ванную часть спектральной плотности, требуется выполне-
ние условия:

neqγ0 + neffγ

γ+ γ0
� neq, или neff � neq. (8.88)

Очевидно, что в квантовом случае, когда neff � 1, это усло-
вие выполнить практически невозможно.
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8.5.2 “Фильтр плюс фотоумножитель”

Рассмотрим фотоумножитель с узкополосным фильтром
перед ним. Его средний ток равен:

〈I〉 =
∫+∞
−∞ dω |f(ω)|2r(ω)SVV(ω), (8.89)

где f — коэффициент передачи фильтра (по амплитуде),
r(ω) описывает отклик фотоумножителя на частоте ω, а
SVV — спектральная плотность электрического поля вол-
ны, падающей на детектор. Обычно предполагают, что ток
фотоумножителя пропорционален квадрату поля падаю-
щей волны, т.е. оптической мощности. Однако в соответ-
свии с теорией идеального детектирования [31, 32, 33], фо-
тоток присутствует только если фотон поглощается детек-
тором (выбивая электрон). Глаубер описывает это в терми-
нах нормального упорядочения операторов корреляционной
функции падающего поля. На нашем языке положитель-
ных и отрицательных частот это соответствует тому, что
r(ω > 0) = 0. В приближении узкой полосы фильтра во-
круг средней частоты ±ω0 уравнение (8.16) дает:

〈I〉 = r[−ω0]SVV [−ω0] (8.90)

Таким образом, в этой реализации квантового спектрометра
измеряется спектральная плотность только на отрицатель-
ных частотах. Это также означает, что “вакуумный шум” не
может быть зарегистрирован в этой схеме. Конечно, реаль-
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ный фотоумножитель имеет конечную квантовую эффек-
тивность и ненулевой темновой ток. Кроме того, мы пред-
полагаем отсутствие дополнительных шумов в фильтре. Та-
ким образом наш результат совпадает с результатом для
схемы “фильтр плюс диод” (ср. (8.87) в пределе нулевой тем-
пературы(т.е. neq = 0).

8.5.3 Гетеродинная схема: две гармоники

Спектрометры, работающие в радио и СВЧ диапазоне со-
держат гетеродин для понижения частоты, на которой из-
меряется сигнал или шум. Рассмотрим схему со смесителем,
которая смешивает напряжение опорной волны с входным
сигналом на верхней частоте ωu = ωLO + ωIF и нижней
частоте ωl = ωLO − ωIF, чтобы в результате регистриро-
вать напряжение на частоте ωIF. Это может быть описано
гамильтонианом, в котором присутствует член, перемеши-
вающий три частоты. В приближении волн вращающейся
поляризации это есть

V = λ[âIFâlâ
†
LO+â

†
IFâ
†
lâLO]+λ[â

†
IFâuâ

†
LO+âIFâ

†
uâLO] (8.91)

Здесь присутствуют два процесса (с сохранением энергии),
которые приводят к появлению фотона на частоте ωIF, ко-
торый затем регистрируется фотодетектором. Первый — это
поглощение фотона опорного генератора (ωLO) и излучение
двух фотонов на частотах ωIF и ωl. Второй процесс — по-
глощение фотона на частоте ωu и рождение двух фотонов

177



на частотах ωIF и ωLO. Таким образом ток фотоумножите-
ля, регистрирующего фотоны на частоте ωIF будет пропор-
ционален следующей сумме спектральных плотностей

I ∝ S[+ωl] + S[−ωu], (8.92)

поскольку появление регистрируемого фотона на частоте
ωIF сопровождается или поглощением фотона ωl, или из-
лучением фотона ωu в смесителе. В пределе малых частот
ωIF � ωLO это выражение сводится к симметризованной
спектральной плотности

I ∝ S[+ωLO] + S[−ωLO] = 2S̄[ωLO], (8.93)

что соответствует “классическому” анализатору спектра с
квадратичным детектором, описанным в разделе 8.2. В
частности, для спектральной плотности равновесного шума
от сопротивления R0 это есть

SVV [ω] + SVV [−ω] = 2R0}|ω|[2nT(}|ω|) + 1], (8.94)

Если входное сопротивление анализатора достаточно вели-
ко (больше R0), именно этот спектр напряжения будет заре-
гистрирован. Причем эта симметризованная спектральная
плотность будет зарегистрирована и пределе нулевых тем-
ператур, когда будет измеряется вакуумный шум. Этот ва-
куумный шум был измерен экспериментально [34].
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8.5.4 Гетеродинная схема: одна гармоника

С помощью соответствующего фильтрования (и достаточно
большой частоты ωIF) можно выделить одну из гармоник
и, следовательно, оставить только один член (8.92). Таким
образом можно измерять шум либо на отрицательных, либо
на положительных частотах.

Например, рассмотрим схему накачиваемого лазером ре-
зонатора Фабри-Перо, одно из зеркал которого подвижно и
представляет собой механический резонатор частоты ωM.
Пусть накачка лазера ωL сдвинута от резонансной частоты
ωFP ФП резонатора в красную область приблизительно на
механическую частоту:ωL = ω0−ωM. Тогда в отраженном
от ФП резонатора свете появятся фотоны на комбинацион-
ных частотах, основными из которых будут ωL ± ωM. Но
анти-стоксова гармоника на частотеωL+ωM будет усилена,
поскольку совпадет с резонансной частотой ωFP, тогда как
стоксова гармоника ωL−ωM будет подавлена (не попадает
в резонанс). Таким образом, выходной сигнал после детек-
тирования на частоте ωM будет содержать информацию о
спектральной плотности механических колебаний на отри-
цательной частоте. Очевидно, что смещая частоту лазера в
голубую область, можно измерять спектральную плотность
механических колебаний на положительной частоте.

179



Приложение A

Матрицы Паули

Имеем 3 матрицы Паули, описывающие спин электрона:

σx =

(
0 1

1 0

)
, (A.1)

σy =

(
0 −i

i 0

)
, (A.2)

σz =

(
1 0

0 −1

)
. (A.3)

Их собственные вектора удовлетворяют уравнению, напри-
мер, для x-компоненты:

|x〉 = λσx · |x〉

Нетрудно найти, что λ = ±1, а собственные вектора следу-
ющие:

|x+〉 =
1√
2

(
1

1

)
, |x−〉 =

1√
2

(
1

−1

)
, (A.4)

|y+〉 =
1√
2

(
1

i

)
, |y−〉 =

1√
2

(
1

−i

)
, (A.5)
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|z+〉 =

(
1

0

)
, |z−〉 =

(
0

1

)
. (A.6)

Здесь индекс + соответствует λ = 1, а индекс − соответству-
ет λ = −1.

Эти вектора ортонормированы и попарно ортогональны:

〈x+|x+〉 = 〈x−|x−〉 = 1, 〈x−|x+〉 = 0, (A.7)

〈y+|y+〉 = 〈y−|y−〉 = 1, 〈y−|y+〉 = 0, (A.8)

〈z+|z+〉 = 〈z−|z−〉 = 1, 〈z−|z+〉 = 0. (A.9)

Таким образом каждая пара образует базис в пространстве
состояний.

A.1 Амплитуды вероятностей

Пусть, к примеру, спин направлен по оси z, т.е. электрон
находится в состоянии |z+〉. Тогда можно найти амплитуды
вероятности того, что при измерении проекции спина вдоль
оси x я получу значение +1 или −1:

〈x+|z+〉 =
1√
2
, 〈x−|z+〉 =

1√
2

(A.10)

Полезно выписать полную таблицу:

〈x+|z+〉 =
1√
2
, 〈x−|z+〉 =

1√
2
, (A.11a)

〈y+|z+〉 =
1√
2
, 〈y−|z+〉 =

1√
2
, (A.11b)
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〈x+|z−〉 =
1√
2
, 〈x−|z−〉 =

−1√
2
, (A.11c)

〈y+|z−〉 =
−i√
2
, 〈y−|z−〉 =

i√
2
. (A.11d)

A.2 Оператор σφ

Найдем собственные вектора оператора

σφ = σx cosφ+ σy sinφ,

который соответствует повороту спина на угол φ в плоско-
сти xy.

Нетрудно получить, что собственные значения равны λ±
1 и равны

|Φ+〉 =
1√
2

(
1

eiφ

)
, |Φ−〉 =

1√
2

(
1

−eiφ

)
, (A.12)

Здесь индекс + соответствует λ = 1, а индекс − соответству-
ет λ = −1.

Полезно выписать полную таблицу для проекций этого
состояния на ось z:

〈Φ+|z+〉 =
1√
2
, 〈Φ−|z+〉 =

1√
2
, (A.13)

〈Φ+|z−〉 =
e−iφ√
2
, 〈Φ−|z−〉 =

−e−iφ√
2
.
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Приложение B

2 частицы со спином

Рассмотрим примеры перепутанных состояний (entangled
states) двух частиц A и B и рассчитаем для них амплиту-
ды вероятностей результатов измерений различных парных
компонент спинов.

B.1 Кот Шредингера (КШ+)

Пусть мы имеем перепутанное состояние КШ+ типа “Кот
Шредингера” :

|ΨAB〉 =
1√
2
|zA+z

B
+〉+

1√
2
|zA−z

B
−〉 (B.1)

Очевидно, что для измерений z-компоненты спинов обоих
частиц имеем

〈zA+zB+|ΨAB〉 = 〈zA−zB−|ΨAB〉 =
1√
2
, (B.2)

〈zA+zB−|ΨAB〉 = 〈zA−zB+|ΨAB〉 = 0. (B.3)

Вопрос: какова амплитуда вероятности того, что измеряя
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x-проекцию спина я получу в результате либо (++), либо
(−−), либо (+−), либо (−+)?

Используя таблицу (A.11), получаю

〈xA+xB+|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

+
1

(
√
2)2

}
=

1√
2
,

〈xA−xB−|ΨAB〉 =
1√
2
, (B.4)

〈xA+xB−|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

−
1

(
√
2)2

}
0,

〈xA−xB+|ΨAB〉 = 0. (B.5)

Аналогично для y-компоненты:

〈yA+yB+|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

+
(i)2

(
√
2)2

}
= 0

〈yA−yB−|ΨAB〉 = 0, (B.6)

〈yA+yB−|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

+
1

(
√
2)2

}
=

1√
2
,

〈yA−yB+|ΨAB〉 =
1√
2
. (B.7)

Эти результаты могут быть качественно описаны следу-
ющей “фазовой” диаграммой на рис. B.1:

Перекрестные амплитуды вероятности:

〈xA+yB+|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

+
−i

(
√
2)2

}
=
1− i

2
√
2
,

〈xA−yB−|ΨAB〉 =
1− i

2
√
2
, (B.8)

〈xA+yB−|ΨAB〉 =
1+ i

2
√
2
, (B.9)
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Рис. B.1: Эта диаграмма для КШ+ может быть объяснена следующим
образом. x- и y- компоненты спина каждой частицы распределены слу-
чайно, НО они коррелированы между собой, как показано на диаграм-
ме.

〈xA−yB+|ΨAB〉 =
1+ i

2
√
2
. (B.10)

B.1.1 Амплитуды для состояний Φ±

Для справки выпишем амплитуды вероятности для состоя-
ний Φ±:

〈ΦA+ΦB+|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

+
(−e−iφ)2

(
√
2)2

}
= (B.11)

=
1+ e−2iφ

2
√
2

,

〈ΦA−ΦB−|ΨAB〉 =
1+ e−2iφ

2
√
2

, (B.12)

〈ΦA+ΦB−|ΨAB〉 =
1− e−2iφ

2
√
2

,

〈ΦA−ΦB+|ΨAB〉 =
1− e−2iφ

2
√
2

. (B.13)
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Выпишем также перекрестные амплитуды

〈ΦA+xB+|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

+
e−iφ

(
√
2)2

}
= (B.14)

=
1+ e−iφ

2
√
2
,

〈ΦA−xB−|ΨAB〉 =
1+ e−iφ

2
√
2
, (B.15)

〈ΦA+xB−|ΨAB〉 =
1− e−iφ

2
√
2
,

〈ΦA−xB+|ΨAB〉 =
1− e−iφ

2
√
2
. (B.16)

B.2 КШ–

Пусть мы имеем другое перепутанное состояние КШ– то-
же типа “Кота Шредингера”, отличающееся от (B.1) только
знаком:

|ΨAB〉 =
1√
2
|zA+z

B
+〉−

1√
2
|zA−z

B
−〉 (B.17)

Очевидно, что для измерений z-компоненты спинов обоих
частиц имеем

〈zA+zB+|ΨAB〉 =
1√
2
, (B.18)

〈zA−zB−|ΨAB〉 =
−1√
2
, (B.19)

〈zA+zB−|ΨAB〉 = 〈zA−zB+|ΨAB〉 = 0. (B.20)

Вопрос: какова амплитуда вероятности того, что измеряя
x-проекцию спина я получу в результате либо (++), либо
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(−−), либо (+−), либо (−+)?
Используя таблицу (A.11), получаю

〈xA+xB+|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

−
1

(
√
2)2

}
= 0,

〈xA−xB−|ΨAB〉 = 0, (B.21)

〈xA+xB−|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

−
−1

(
√
2)2

}
=

1√
2
,

〈xA−xB+|ΨAB〉 =
1√
2

(B.22)

Аналогично для y-компоненты:

〈yA+yB+|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

−
(i)2

(
√
2)2

}
=

1√
2
,

〈yA−yB−|ΨAB〉 =
1√
2
, (B.23)

〈yA+yB−|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

−
|i|2

(
√
2)2

}
= 0,

〈yA−yB+|ΨAB〉 = 0. (B.24)

Эти результаты могут быть качественно описаны фазо-
вой диаграммой на рис. B.2:

Перекрестные амплитуды вероятности:

〈xA+yB+|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

−
−i

(
√
2)2

}
=
1+ i

2
√
2
,

〈xA−yB−|ΨAB〉 =
1+ i

2
√
2
, (B.25)

〈xA+yB−|ΨAB〉 =
1− i

2
√
2
, (B.26)

〈xA−yB+|ΨAB〉 =
1− i

2
√
2
. (B.27)
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Рис. B.2: КШ–. x- и y- компоненты спина каждой частицы распреде-
лены случайно, НО они коррелированы между собой, как показано на
диаграмме.

Важно, что при измерении x-проекции спина вероятность
получить результат (+−) или (−+) равна нулю а вероят-
ности результатов (++) или (−−) равны 1/2 каждая для
состояния шредингеровского кота (B.1). Наоборот, для дру-
гого состояния шредингеровского кота (B.17) вероятность
получить результат (++) или (−−) равна нулю, а вероят-
ности результатов (+−) или (−+) равны 1/2 каждая. Это
является чисто квантовым эффектом, связанным с пере-
путыванием. С точки зрения классической теории очевид-
но, что вероятности получить при измерении x-проекции
результаты (++), (−−), (+−) и (−+) равновероятны для
обоих состояний (B.1) и (B.17).
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B.2.1 Амплитуды для состояний Φ±

Для справки выпишем амплитуды вероятности для состоя-
ний Φ±:

〈ΦA+ΦB+|ΨAB〉 =
1− e−2iφ

2
√
2

,

〈ΦA−ΦB−|ΨAB〉 =
1− e−2iφ

2
√
2

, (B.28)

〈ΦA+ΦB−|ΨAB〉 =
1+ e−2iφ

2
√
2

,

〈ΦA−ΦB+|ΨAB〉 =
1+ e−2iφ

2
√
2

. (B.29)

Выпишем также перекрестные амплитуды

〈ΦA+xB+|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

−
e−iφ

(
√
2)2

}
= (B.30)

=
1− e−iφ

2
√
2
,

〈ΦA−xB−|ΨAB〉 =
1− e−iφ

2
√
2
, (B.31)

〈ΦA+xB−|ΨAB〉 =
1+ e−iφ

2
√
2
,

〈ΦA−xB+|ΨAB〉 =
1+ e−iφ

2
√
2
. (B.32)
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B.3 Состояние ЕПР+

Пусть мы имеем перепутанное состояние ЕПР+ типа
“Einstein-Podolsky-Rosen”:

|ΨAB〉 =
1√
2
|zA+z

B
−〉+

1√
2
|zA−z

B
+〉 (B.33)

Очевидно, что для измерений z-компоненты спинов обоих
частиц имеем

〈zA+zB+|ΨAB〉 = 〈zA−zB−|ΨAB〉 = 0, (B.34)

〈zA+zB−|ΨAB〉 = 〈zA−zB+|ΨAB〉 =
1√
2
. (B.35)

Вопрос: какова амплитуда вероятности того, что измеряя
x-проекцию спина я получу в результате либо (++), либо
(−−), либо (+−), либо (−+)?

Используя таблицу (A.11), получаю

〈xA+xB+|ΨAB〉 =
1√
2

{
2× 1√

2
× 1√

2

}
=

1√
2
,

〈xA−xB−|ΨAB〉 =
1√
2

{
−1

(
√
2)2

+
−1

(
√
2)2

}
=

1√
2
,

〈xA+xB−|ΨAB〉 =
1√
2

{
−1

(
√
2)2

+
1

(
√
2)2

}
= 0,

〈xA−xB+|ΨAB〉 = 0 (B.36)

Аналогично для y-компоненты:

〈yA+yB+|ΨAB〉 =
−i√
2
, (B.37)

〈yA−yB−|ΨAB〉 =
i√
2
, (B.38)
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Рис. B.3: EPR+. x- и y-компоненты спина каждой частицы распреде-
лены случайно, НО они коррелированы между собой, как показано на
диаграмме.

〈yA+yB−|ΨAB〉 = 0, (B.39)

〈yA−yB+|ΨAB〉 = 0. (B.40)

Эти результаты могут быть качественно описаны следу-
ющей фазовой диаграммой на рисю B.3:

Перекрестные амплитуды вероятности:

〈xA+yB+|ΨAB〉 =
1− i

2
√
2
, (B.41)

〈xA−yB−|ΨAB〉 =
−1+ i

2
√
2
, (B.42)

〈xA+yB−|ΨAB〉 =
1+ i

2
√
2
, (B.43)

〈xA−yB+|ΨAB〉 =
−1− i

2
√
2
. (B.44)
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B.3.1 Амплитуды для состояний Φ±

Для справки выпишем амплитуды вероятности для состоя-
ний Φ±:

〈ΦA+ΦB+|ΨAB〉 =
e−iφ√
2
,

〈ΦA−ΦB−|ΨAB〉 =
eiφ√
2
, (B.45)

〈ΦA+ΦB−|ΨAB〉 = 0,

〈ΦA−ΦB+|ΨAB〉 = 0. (B.46)

Выпишем также перекрестные амплитуды

〈ΦA+xB+|ΨAB〉 =
1+ e−iφ

2
√
2
,

〈ΦA−xB−|ΨAB〉 =
−1− e−iφ

2
√
2

, (B.47)

〈ΦA+xB−|ΨAB〉 =
−1+ e−iφ

2
√
2

,

〈ΦA−xB+|ΨAB〉 =
1− e−iφ

2
√
2
. (B.48)

B.4 Состояние ЕПР–

Пусть мы имеем перепутанное состoяние ЕПР–, отличаю-
щееся от (B.33) только знаком:

|ΨAB〉 =
1√
2
|zA+z

B
−〉−

1√
2
|zA−z

B
+〉 (B.49)

192



Очевидно, что для измерений z-компоненты спинов обоих
частиц имеем

〈zA+zB+|ΨAB〉 = 〈zA−zB−|ΨAB〉 = 0, (B.50)

〈zA+zB−|ΨAB〉 =
−1√
2
, (B.51)

〈zA−zB+|ΨAB〉 =
1√
2
. (B.52)

Вопрос: какова амплитуда вероятности того, что измеряя
x-проекцию спина я получу в результате либо (++), либо
(−−), либо (+−), либо (−+)?

Используя таблицу (A.11), получаю

〈xA+xB+|ΨAB〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)2

−
1

(
√
2)2

}
= 0,

〈xA−xB−|ΨAB〉 = 0 (B.53)

〈xA+xB−|ΨAB〉 =
1√
2

{
−1

(
√
2)2

+
−1

(
√
2)2

}
=

−1√
2
,

〈xA−xB+|ΨAB〉 =
1√
2

(B.54)

Аналогично для y-компоненты:

〈yA+yB+|ΨAB〉 = 0, (B.55)

〈yA−yB−|ΨAB〉 = 0, (B.56)

〈yA+yB−|ΨAB〉 =
−i√
2
, (B.57)

〈yA−yB+|ΨAB〉 =
−i√
2
. (B.58)

Эти результаты могут быть качественно описаны следу-
ющей фазовой диаграммой на рис. B.4:
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Рис. B.4: EPR–. x- и y-компоненты спина каждой частицы распреде-
лены случайно, НО они коррелированы между собой, как показано на
диаграмме.

Перекрестные амплитуды вероятности:

〈xA+yB+|ΨAB〉 =
−1− i

2
√
2
, (B.59a)

〈xA−yB−|ΨAB〉 =
1+ i

2
√
2
, (B.59b)

〈xA+yB−|ΨAB〉 =
−1+ i

2
√
2
, (B.59c)

〈xA−yB+|ΨAB〉 =
1− i

2
√
2
. (B.59d)

Опять, как и для состояний типа шредингеровских котов,
для состояний типа ЕПР при измерении x-проекции спина
вероятность получить результат (+−) или (−+) равна ну-
лю а вероятности результатов (++) или (−−) равны 1/2

каждая для ЕПР+ состояния (B.33). Наоборот, для дру-
гого ЕПР− состояния (B.49) вероятность получить резуль-
тат (++) или (−−) равна нулю, а вероятности результа-
тов (+−) или (−+) равны 1/2 каждая. Это является чи-
сто квантовым эффектом, связанным с перепутыванием. С
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точки зрения классической теории очевидно, что вероятно-
сти получить при измерении x-проекции результаты (++),
(−−), (+−) и (−+) равновероятны для обоих состояний
(B.33) и (B.49).

B.4.1 Амплитуды для состояний Φ±

Для справки выпишем амплитуды вероятности для состоя-
ний Φ±:

〈ΦA+ΦB+|ΨAB〉 = 0, (B.60a)

〈ΦA−ΦB−|ΨAB〉 = 0, (B.60b)

〈ΦA+ΦB−|ΨAB〉 =
−e−iφ√
2
, (B.60c)

〈ΦA−ΦB+|ΨAB〉 =
e−iφ√
2
. (B.60d)

Выпишем также перекрестные амплитуды

〈ΦA+xB+|ΨAB〉 =
1− e−iφ

2
√
2
,

〈ΦA−xB−|ΨAB〉 =
−1+ e−iφ

2
√
2

, (B.60e)

〈ΦA+xB−|ΨAB〉 =
−1− e−iφ

2
√
2

,

〈ΦA−xB+|ΨAB〉 =
1+ e−iφ

2
√
2
. (B.60f)
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Приложение C

3 частицы со спином

Рассмотрим примеры перепутанных состояний (entangled
states) трех частиц A, B, C и рассчитаем для них амплиту-
ды вероятностей результатов измерений различных парных
компонент спинов.

C.1 Состояние GHZ+

Пусть мы имеем состояние GHZ+ (Greenberg-Horne-
Zeulinger) (это похоже на “тройного котаШредингера”), упо-
мянутое в [35] (гл. 3):

|ΨABC〉 =
1√
2
|zA+z

B
+z
C
+〉+

1√
2
|zA−z

B
−z
C
−〉 (C.1)

Очевидно, что для измерений z-компоненты спинов трех ча-
стиц имеем

〈zA+zB+zC+|ΨABC〉 = 〈zA−zB−zC−|ΨABC〉 =
1√
2
,

〈zA+zB+zC−|ΨABC〉 = 〈zA+zB−zC+|ΨABC〉 = 0,
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〈zA+zB−zC−|ΨABC〉 = 〈zA−zB−zC+|ΨABC〉 = 0.

Вопрос: какова амплитуда вероятности того, что измеряя
x-проекцию спина у всех трех частиц я получу в результате
либо (+ + +), либо (+ + −), либо (+ − +), либо (+ − −)?
Это соответствует комбинации детекторов T1 в [35].

Используя таблицу (A.11), получаю

〈xA+xB+xC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

+
1

(
√
2)3

}
=
1

2
,

〈xA+xB+xC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

+
−1

(
√
2)3

}
= 0,

〈xA+xB−xC+|ΨABC〉 = 0,

〈xA+xB−xC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
1

(
√
2)3

}
=
1

2
.

Это совпадает с результатами, приведенными в [35] без до-
казательства.

Однако амплитуды вероятности измерения x-проекций
вида (− − −), либо (− + −), либо (− + −), либо (− + +)

прямо противоположны:

〈xA−xB−xC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

+
−1

(
√
2)3

}
= 0,

〈xA−xB+xC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

+
1

(
√
2)3

}
=
1

2
,

〈xA−xB−xC+|ΨABC〉 =
1

2
, (C.2)

〈xA−xB+xC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

+
(−1)2

(
√
2)3

}
= 0.
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Теперь посчитаем амплитуды вероятностей, соответству-
ющие конфигурации детекторов T2 в [35]. Используя табли-
цу (A.11), получаю первую серию (xA+):

〈xA+yB+yC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

+
i2

(
√
2)3

}
= 0,

〈xA+yB−yC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

+
(−i)2

(
√
2)3

}
= 0,

〈xA+yB−yC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

+
−i2

(
√
2)3

}
=
1

2
,

〈xA+yB+yC−|ΨABC〉 =
1

2
.

Аналогично для второй серии (xA−):

〈xA−yB+yC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

+
−i2

(
√
2)3

}
=
1

2
,

〈xA−yB−yC−|ΨABC〉 =
1

2
,

〈xA−yB−yC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

+
i2

(
√
2)3

}
= 0,

〈xA−yB+yC−|ΨABC〉 = 0.

C.2 Состояние GHZ–

Пусть мы имеем состояние GHZ–, отличающееся от (C.1)
только знаком:

|ΨABC〉 =
1√
2
|zA+z

B
+z
C
+〉−

1√
2
|zA−z

B
−z
C
−〉 (C.3)
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Очевидно, что для измерений z-компоненты спинов трех ча-
стиц имеем

〈zA+zB+zC+|ΨABC〉 =
1√
2
,

〈zA−zB−zC−|ΨABC〉 = −
1√
2
,

〈zA+zB+zC−|ΨABC〉 = 〈zA+zB−zC+|ΨABC〉 = 0,
〈zA+zB−zC−|ΨABC〉 = 〈zA−zB−zC+|ΨABC〉 = 0.

Используя таблицу (A.11), получаю для комбинации де-
текторов T1 в [35] с xA+:

〈xA+xB+xC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
1

(
√
2)3

}
= 0,

〈xA+xB+xC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
−1

(
√
2)3

}
=
1

2

〈xA+xB−xC+|ΨABC〉 =
1

2
,

〈xA+xB−xC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
1

(
√
2)3

}
= 0

Aмплитуды вероятности измерения x-проекций вида
(− − −), либо (− + −), либо (− + −), либо (− + +) прямо
противоположны:

〈xA−xB−xC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
−1

(
√
2)3

}
=
1

2

〈xA−xB+xC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
1

(
√
2)3

}
= 0,

〈xA−xB−xC+|ΨABC〉 = 0,
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〈xA−xB+xC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
(−1)2

(
√
2)3

}
=
1

2
.

Теперь посчитаем амплитуды вероятностей, соответству-
ющие конфигурации детекторов T2 в [35]. Используя табли-
цу (A.11), получаю первую серию (xA+):

〈xA+yB+yC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
i2

(
√
2)3

}
=
1

2
,

〈xA+yB−yC−|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
(−i)2

(
√
2)3

}
=
1

2

〈xA+yB−yC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
1

(
√
2)3

}
= 0,

〈xA+yB+yC−|ΨABC〉 = 0.

Аналогично для второй серии (xA−):

〈xA−yB+yC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
−i2

(
√
2)3

}
= 0,

〈xA−yB−yC−|ΨABC〉 = 0,

〈xA−yB−yC+|ΨABC〉 =
1√
2

{
1

(
√
2)3

−
i2

(
√
2)3

}
=
1

2
,

〈xA−yB+yC−|ΨABC〉 =
1

2
.
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Приложение D

Задачи

1. Связанные осцилляторы. Для связанных осцилляторов,
описываемыми гамильтонианом (1.4), доказать форму-
лы (1.8).

2. Коммутаторы σi.
Доказать формулу (1.17).

3. Антикоммутаторы σi.
Доказать формулу (1.18).

4. Собственные значения σx.

Найти собственные значения и собственные состояния
оператора σx.

5. Собственные значения σy.

Найти собственные значения и собственные состояния
оператора σy.

6. Таблица амплитуд вероятностей

Вычислить таблицу амплитуд вероятностей (A.11).
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7. Собственные значения Φ.

Найти собственные состояния и собственные значения
оператора Φ = σx cosφ+ σy sinφ.

8. Амплитуды вероятностей с σ±.

Доказать соотношения для амплитуд вероятностей
(1.20).

9. Атом в классическом нерезонансном поле.

Рассчитать зависимость населенностей двухуровнего
атома в нерезонансном классическом поле. Считать,
что частоты атома и поля близкиωa = ωe+δ, δ� ωe.
Первоначально атом находился в нижнем состоянии
|z−〉.

10. Атом в классическом поле: “антирезонанс”.

На атом действует резонансное классическое поле. Его
начальные условия (1.37). Найти, при каких значени-
ях фазы φ населенности |χ±|2 будут оставаться посто-
янными, несмотря на действие резонансного поля. По-
строить графики зависимости населенностей от време-
ни при различных значениях φ. Пояснить физический
смысл полученного результата.

11. Атом в квантовом поле.

Рассчитать зависимость населенностей двухуровнего
атома в квантовом резонаторе. Считать. что частоты
атома и резонатора близки ωa = ωe+ δ, δ� ωe. Пер-
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воначально атом находился в нижнем состоянии |z−〉, а
резонатор – в состоянии |1〉.

12. Атом в квантовом поле 2.

Рассчитать зависимость населенностей двухуровнего
атома в квантовом резонаторе. Считать. что частоты
атома и резонатора близки ωa = ωe+ δ, δ� ωe. Пер-
воначально атом находился в нижнем состоянии |z+〉, а
резонатор – в состоянии |n〉.

13. Парадокс Зенона для двухуровневой системы. Вывести
уравнения эволюции двухуровневой системы (2.26) под
действием внешней силы и под действием постоянно
действующего измерителя σ̂z при различной точности
измерения. Из системы (2.26) вывести уравнение (2.27)
второго порядка для ρz. Найти его решение и графики
населенностей для случая, когда в начальный момент
система была в нижнем состоянии.
Указание. Для упрощения (2.26) ввести медленные ам-
плитуды ρ± = e∓iω0tr±, их подставить в (2.26) и отбро-
сить быстро осциллирующие члены. Полученную си-
стему свести к уравнению (2.27). См. также пояснения
в разделе 2.3.

14. Сумматор.
На рис. 3.6 представлена схема простейшего суммато-
ра. Представьте схему сумматора, когда на вход пода-
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ются числа (ab) и (cd), записанные в двоичной системе
(т.е. a, b, c, d принимают значения 0, 1).

15. Энтропия фон Неймана.

Найти энтропию Неймана для состояния двухуровне-
вой частицы, описываемого матрицей плотности:

ρ̂ =
1

2

(
1 −i

i 1

)
(D.1)

16. Бомбовый парадокс.

Рассчитать сколько исправных бомб будет взорвано,
сколько исправных бомб будет причислено к классу
неисправных для случая когда полупрозрачные зерка-
ла интерферометра Маха-Цандера (см. рис. 4.1) имеют
равные коэффициенты пропускания, но не равные 50%.
Считать, что при фиксированном положении зеркала B
фотоны регистрируются детектором U.

17. Интерферометр с отдачей.

Используя результаты раздела 4.5 вывести формулу
(4.32).

18. Парадокс ЭПР.

Доказать, что синглетное ЭПР-состояние (5.5) инвари-
антно к представление, т.е. может быть записано в виде

|ΨAB〉 =
1√
2

(
|xA+x

B
−〉− |xA−x

B
+〉
)
=

1√
2

(
|yA+y

B
−〉− |yA−y

B
+〉
)

(D.2)
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19. Неравенство Белла. Квантовые случай

Доказать формулу (5.10).
Указание: использовать Приложение B.

x

ξy

±±

++

−−

φφ

Рис. D.1: К задаче 20.

20. Неравенство Белла. Классический случай

Доказать формулу (5.11) для квазиклассических рас-
суждений.
Указание: использовать Приложение B. Возможно, бу-
дет полезен рис. D.1.

21. 3 частицы в перепутанном состоянии

3 частицы находятся в состоянии GHZ+ (Greenberg-
Horne-Zeulinger)

|ΨABC〉 =
1√
2
|zA+z

B
+z
C
+〉+

1√
2
|zA−z

B
−z
C
−〉 (D.3)

Это состояние отличается знаком от рассмотренного в
тексте состояния GHZ− (5.12). Измеряются проекции
каждой частицы на ось y.
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Рассчитать вероятности того, что все три частицы ока-
жутся в состоянии |y+〉 или все в состоянии |y−〉.
Рассчитать вероятности того, что две частицы окажут-
ся в состоянии |y+〉, а одна — в состоянии |y−〉 (и на-
оборот).

22. Интерферометр Маха-Цандера как квантовый гейт

В вертикальный входной канал интерферометра Маха-
Цандера (рис.7.1) поступает фотон. а) Найти выходное
состояние света (после 2-ого светоделителя). б) Опи-
сать действие интерферометра как последовательность
квантовых гейтов подобно (7.20), считая, что фотон в
вертикальном канале на входе соответствует кубиту в
состоянии |1〉.
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